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MATEMATICKI IZRAZ ZA LOGICKO-GRAFICKI IZRAVNATU
KRIVU LINIJU
Mathematical formula for logical-graphically equated curve line

Lojo Ahmet
Sumarski fakultet Sarajevo

Abstract

Many functions of the growth used in the forestry science and practice do not have
mathematical formula and the functions are equated on a logical-graphically way. The
volume tables for the silver-fir (4bies alba Mill.) based on five quality classes and pre-
pared on that way (Mati¢, 1963) are still in use in forest practice in Bosnia. To estab-
lish the value of parameters for the growth functions PC program Microsoft Excel may
be used, thus enabling easier calculation of data in forest inventory.

Key words: Abies alba, curve of height, growth function, mathematical formula

1. Uvod

Mnoge prirodne zakonitosti predstavljaju se graficki i obi¢no se razmatraju u
zavisnosti od neke druge nezavisne mjerljive veliine. Prirodne zakonitosti, koje
graficki predstavljene naj¢eS¢e nemaju pravolinijski ve¢ krivolinijski tok, su cesto
logicki jasne i nepromjenjive (promjenjive su samo njihove apsolutne veli¢ine). U
Sumarstvu takvih primjera ima mnogo, a najpoznatiji su oni o rastu 1 prirastu stabala 1
sastojina u zavisnosti od starosti (ili nekog drugog nezavisnog taksacionog elementa),
kao $to su "visinske bonitetne" krive.

Za visoke raznodobne Sume jele, smrée 1 bukve u Bosni 1 Hercegovini
izradene su tablice taksacionih elemenata (Mati¢ et al., 1963), a u okviru njih i visinske
bonitetne krive za ove vrste drveca. U njima su date pojedinacne vrijednosti visina sta-
bala u zavisnosti od prsnog precnika, ali ne i matematicki izrazi izravnatih krivih li-
nija.

Medutim, tesko je odrediti matematicki izraz funkcije koji bi bio pogodan za
predstavljanje zakonitosti rasta u visinu 1 za izravnavanje metodom najmanjih kvadra-
ta. Osim toga funkcija ne smije biti ni previse kruta ni previse plasticna, ve¢ mora
odrazavati logicki tok rasta u visinu. U dosadasnjim istrazivanjima na ovu temu
(Levakovi¢, 1935, Mihajov, 1947/48, Prodan, 1965, Pranji¢, 1970, Ljubovi¢, 1998),
ponudeno je nekoliko matematickih izraza koji su pogodni, ali i oni zahtijevaju
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idealan, uzorak prirodnog skupa da bi se dobilo zadovoljavajuce rjeSenje. Problem je
jo$ slozeniji kada treba izravnati snop visinskih bonitetnih krivih, ¢ije se, neovisne,
logicke zakonitosti takoder moraju postovati. Zbog toga se u proslosti vrlo ¢esto prim-
jenjivao graficko-racunski nacin izravnavanja ovih krivih linija, sa kojih su se direkt-
no mogli o€itavati podaci. Medutim, ove krive nemaju svoj matematicki izraz koji bi
omogucio dobijanje vrijednosti visina za pojedine nezavisno promjenjive varijable
(prsni precnik ili starost). Pri koriStenju racunara, 1 pripremi kvalitetnih programa za
obradu podataka prikupljenih na terenu, ovaj nedostatak je jos izrazeniji, zbog Cega je
znacajno da se pored tabela ima 1 matematiCki izraz posmatranih zakonotosti.

2. Zadatak i metod rada

Zadatak ovog rada je da se odredi matematicki izraz za visinsku krivu jele
prvog bonitetnog razreda, koja predstavlja zavisnost visine stabala od prsnog precnika
1 da se, istovremeno, utvrdi metod kojim je moguce dobiti matematicki izraz za druge
graficko-racunski izravnate krive linije.

Za rjesavanje ovog zadatka koriStene su neke funkcije slozenog racunarskog
programa Microsoft Excel, posebno statisticki alat “7rendline” koji se obicno koristi
za regresionu obradu podataka u jednostavnoj korelaciji, tj. kada se razmatra uticaj
jedne nezavisno promjenjive na zavisnu varijablu.

Prvi korak: u radni prostor Excel stranice unose se parovi podataka. U ovom
slucaju u kolonu A unesen je precnik "d" kao nezavisna varijabla, a u kolonu B visina
"h" kao zavisna varijabla. Zatim se u kolonu C jo§ jednom upiSu podaci o visinama
(kopira se kolona B), s tim §to se jedan podatak (bilo koji) promijeni da bi se dvije ser-
ije podataka mogle razlikovati na grafikonu (na primjer, za precnik 90 cm u kolon: B
upisan je broj 39,4 a u kolon C broj 45 (podaci su uzeti iz gore pomenutih
zapreminskih tarifa za jelu I - boniteta).
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Graf 1. Visinska kriva za jelu (Abies alba) - korak 1
Fig. 1. Curve of height for silver-fir (Abies alba) - step 1
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Drugi korak: markiraju se (boldiraju) sve tri kolone i odabere ikona Chart
Wizard. Na ekranu ¢e se pojaviti Cetiri dijalog boxa za definisanje zeljenih opcija. U
prvom dijalog boxu odabere se opcija XY (Scatter) a u drugom graficki prikaz (naj-
pogodniji oblik za na$ zadatak je opcija smoothed line, jer ¢e pojedinacni podaci biti
predstavijeni neprekidnom krivom linijom). U tre¢em dijalog boxu upisu se nazivi za
ordinatu 1 apscisu kao 1 naslov grafikona. Ovim je, prakti¢no, grafikon ve¢ gotov.
Oblik 1 veli¢ina slova i grafikona se naknadno mogu mijenjati prema zeljenom izgle-
du.

Slika bi trebalo da izgleda kao na grafikonu 1, gdje je prva serija podataka
predstavljena crvenom linijom (njen polozaj treba da ostane nepromjenjiv), dok je
druga serija podataka prikazana plavom linijom 1 "pokriva" prvu seriju, osim na samon
kraju gdje su veli¢ine razlicite (39,4, odnosno 45) upravo da bi se dvije serije podata-
ka razlikovale.

Tre¢i korak: izravnanje druge serije regresijom da bi se dobila kriva linija
koja ima matematicki izraz. Postupak je slijedeci: strelicom miSa kliknuti na gornji
kraj crvene linije 1 pojavit Ce se serija kvadratica. Na komandnoj liniji Excel-a otvoriti
opciju Chart, 1 birati opciju Add trendline. Na ekranu ¢e se pojaviti dijalog box koji se
sastoji od tri stranice: patterns, type i options. Na stranici patterns bira se Zeljena boja
1 najtanja linija. Na stranici type bira se tip linije izravnanja. Da bi izbor bio pravilan
mora se znati koja od ponudenih funkcija moze imati oblik visinske krive. Izabere se
polinom viSeg reda (u nasem slucaju, na primjer, polinom 5-tog reda koji u potpunos-
ti zadovoljava zahtjeve oblika visinske krive). Zatim se na stranici options strelicom
misa popuni kvadrati¢ pored kog piSe “Display equation on chart”, Cime se na
grafikonu dobije matematicki izraz linije izravnanja serije "h'"'.
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Graf 2. Visinska kriva za jelu (Abies alba) - korak 2
Fig. 2. Curve of height for silver-fir (Abies alba) - step 2
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Dobice se grafikon sa dvije serije podataka kao 1 na grafikonu 1. sa jos jed-
nom linijom (Poly. h') koja je linija izravnanja serije " h' " 1 njen matematicki izraz.
Tabela sa ulaznim podacima ostaje ista, s tim Sto se posljednja vrijednost za precnik
90 cm u koloni " h' " vrati na vrijednost 39,4. Time su ponovo izjednacene obje serije
podataka.

Da bi se dobila jasnija predstava, na grafikonu treba da ostane samo linija
podataka serije "h" i linija izravnanja serije " h' " (Poly. h'). Linija koja predstavlja ser-
1ju podataka " h' " uciniti ¢e se nevidljivom tako $to se ona oznaci na grafikonu streli-
com misa, a zatim na komandnoj liniji Excel-a izabere opcija Format, 1 u njoj opcija
Selected Data Series. Pojavice se dijalog box sa nekoliko stranica. Prva otvorena je
patterns, u kojoj se u dijelu line, strelicom miSa popuni kruzi¢ kod opcije None, ¢ime
druga serija podataka postaje nevidljiva na grafikonu, §to ne znaci da je obrisana
(njena linija izravnanja ostaje na grafikonu). Tako je formiran grafikon 2, u kojem se
kriva izravnanja ne poklapa u potpunosti sa serijom podataka "h", $to je krajnji cilj.
Linije se ne poklapaju jer je i polinom 5-tog reda previse krut da bi se u potpunosti
priklonio podacima koje izravnava. Ove dvije linije se moraju u potpunosti poklopiti,
jer serija "h" u stvari predstavlja graficki izravnatu visinsku krivu jele I-og bonitetnog
razreda, §to program Ms Excel omogucava. Klju¢ je u interaktivnoj povezanosti
ulazne tabele i grafikona, tj. aktivnoj povezanosti podataka iz tabele sa linijama na
grafikonu. Ako se promijeni bilo koji broj u ulaznim podacima odraziée se to i na
grafikonu, tj. na serijama podataka, kao 1 na liniju izravnanja 1 njenom matematickom
izrazu. To svojstvo ovog savremenog statistickog alata omogucava da se "poteze" lin-
ija izravnanja mijenjanjem podataka u njenoj seriji "h"', kako bi se ona poklopila sa
serijom podataka h. Rezultat tog mijenjanja podataka u tabeli odmah se ocituje na
grafikonu.
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Graf 3. Visinska kriva za jelu (Abies alba) - korak 3
Fig. 3. Curve of height for silver-fir (Abies alba) - step 3
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Na grafikonu 2 se vidi da linija izravnanja u potpunosti ne preklapa seriju "h"
koja je u crvenoj boji dok je linija izravnanja (Poly. h') crna. Prvo se pokusa poklopi-
ti lijevi krak linije.

U grafikonu 3 se vidi da je lijevi krak linije izravnanja (Poly. h') dobro prek-
lopio podatke serije "h", $to je uradeno mijenjanjem pojedinih podataka u ulaznoj
tabeli u seriji "h™. Ti podaci su u sivim poljima ulazne tabele (korak 2). Ostatak ser-
ije ostao je isti.

Preostalo preklapanje radi se na isti nacin 1 na desnom kraku linije izravnan-
ja, pa zatim u sredini. Ovakav redosljed nije neko pravilo. Promjene na jednom kraju
linije izravnanja prenose se i na druge njene dijelove tako da je stalno potrebno vrsiti
nove korekcije na ve¢ izravnatim dijelovima krive linije sve dok se linija izravnanja u
potpunosti ne poklopi sa serijom podataka "h".

Na ovaj nacin, mijenjajuci podatke u ulaznoj tabeli, formira se lazni skup
parova podataka ¢ijom se regresijom dobija jednacina izravnanja, koja daje izracunate
vrijednosti visina stabala jele za odredeni prsni precnik, onakve kakve su ve¢ date u
pomenutim tablicama. Na kraju rada grafikon bi trebalo da izgleda kao na grafikonu
4.

y =-0.000000022240x" + 0.000005959050x* - 0.000532527538x” + 0.011269659327x* + 0.869672286319x -
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Graf 4. Visinska kriva za jelu (4bies alba) - posljednji korak 4
Fig. 4. Curve of height for silver-fir (dbies alba) - the last step 4

U ulaznoj tabeli (korak 4) se moze primjetiti da je domen jednacine prosiren
(od -2 do 110), §to je uradeno zbog lakSeg preklapanja krivih linija.

4. Rezultat rada

Rezultat rada predstvlja grafikon 4. Na njemu se uocava samo kriva regre-
siona linija crne boje koja u potpunosti prekriva crvenu liniju serije tabelarnih podata-
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ka vrijednosti visina za pojedine prsne prec¢nike. Na grafikonu se moze vidjeti i
matematicki izraz regresione krive linije koji je 1 bio cilj zadatka. Broj decimalnih
mjesta u regresionoj jednacini se moze zadati, u ovom slucaju to je 12. Taj izraz glasi:

y=-0,000000022240 x+0,000005959050 x4 -0,000532527538 x5
+0,011269659327 x2 +0,869672286319 x -1,581333209,

gdje je: y - visina stabla,
x - precnik na prsnoj visini stabla.

Ova jednacina vrijedi samo za razmatrani domen tj. od 7 do 90 cm debljine
na prsnoj visini. Suma reziduala izmedu serije podataka "A" 1 izracunatih vrijednosti,
§to je sasvim zadovoljavajuce, iznosi:

SR=0,201 m, SR°=0,48
5. Diskusija

Izlozeni metod rada odredivanja matematickog izraza svakako da ima svoje
nedostatke. Apsolutno ta¢no preklapanje gore navedenih serija podataka nije moguce,
ali greske koje su nastale kao posljedica toga nisu vece od onih koje se uobicajeno ¢ine
zaokruZzivanjem na jednu decimalu ocitanih podataka o visini stabala sa visinske krive.
Dobijena kriva nema sve osobenosti jedne visinske krive jer vazi samo za gore nave-
deni domen. Medutim, tacnost koja se zahtjeva kod procjene odredenih taksacionih
elemenata sastojine time nece biti umanjena. KoriStenje rezultata, koji se mogu dobiti
ovim metodom, uveliko moze doprinijeti brzini i tacnosti rada kod racunske obrade
podataka prikupljenih na terenu.

6. Zakljucak

Prikazanim metodom rada, moze se sa dovoljnom precizno$cu, sa stanovista
potrebe uredajne prakse u Sumarstvu, odrediti matematicki izraz za logic¢ko-graficki
izravnatu liniju. U ovom metodu mogu se Kkoristiti i neke druge funkcije izravnanja
osim polinoma 4., 5. 1 viSeg reda, ovisno o prirodnoj zakonitosti koja se istrazuje. Ako
bi se izravnavale zapreminske bonitetne krive linije, tj. ve¢ postoje¢i "tarifni nizovi"
rezultat bi bio od vece prakti¢ne vaznosti nego je to jednacina visinske krive za neki
bonitetni razred. Sama jednostavnost prikazanog postupka, kao 1 vrijednost dobijenog
rezultata govori u prilog osnovanosti njegove primjene.
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Summary

Many of used functions of the growth in the forestry science and practice do not have
mathematical formula and the functions are commonly equal on the logical-graphical-
ly way. The volume table for the silver-fir (4bies alba Mill.) in Bosnia, prepared by
Mati¢ (1963) which is based on five quality classes (contains five quality curves of
height) was made on that way. This work presents the method for establishing value
of parameters for the growth function of silver-fir in the first quality class using PC
program Microsoft Excel. Using this method it is possible to obtain results with the
practical worth and in addition the method is fast and simple. Thus the calculation of
data collected in field become much easier for the forest inventory. The values of para-
meters of any of interesting functions related to forestry may be also established on
this way. Mathematical formula obtained on this way, worth in the area 7- 90 cm of
diameter, is:

y=-0,000000022240 x7+0,000005959050 x4-0,000532527538 x3
+0,011269659327 x2 + 0,869672286319 x -1,581333209,

where is : y - tree height,
x - tree diameter.



Lojo Ahmet

PRILOG (ANEX)

Ulazna tabela podataka o precnicima i visinama stabala jele u Bosni

Input table of the data related to diameter and height of the silver-fir in Bosnia

Diam. | Height Diam. Height
d h 1. step . step 4. step. d h l.step | 2.step 4. step
cm m h’ h’ h’ cm m h’ h’ h’
-2 4 51 34 34 34 26.8
3 1 52 34.2 34.2 342 29.6
5 13.7 53 345 345 345 3L7
8 6.2 6.2 6.4 54 34.7 34.7 347 319
9 7 A 3 6 55 33 35 35 27.9
10 7.8 7.8 72 -1 56 35.2 35.2 352 30
11 8.7 8.7 32 3 57 354 354 354 30
12 9.6 9.6 4.3 3.8 38 35.6 35.6 35.6 35.6
13 10.6 10.6 7 6 59 35.0 35.9 35.9 35.9
14 11.4 11.4 114 9.8 60 36 36 36 36
15 125 12.5 10.5 11.6 61 36.3 36.3 36.3 36.3
16 134 13.4 15 15 62 364 36.4 36.4 38
17 14.3 14.3 2 16 63 36.6 36.6 36.6 38
18 151 15.1 20 16 64 36.8 36.8 36.8 36.8
19 16 16 18.5 16 65 36.9 36.9 36.9 39
20 17 17 18.5 17 66 37.1 37.1 37.1 41
21 17.8 17.8 183 18 67 37.25 37.25 3725 42
22 18.6 18.6 18.6 19 68 374 374 374 42
23 194 19.4 194 20 69 3 45 3 42.3
24 20.2 20.2 20.2 21 70 16 37.6 37.6 423
25 21.1 21:1 21.1 254 74 3759 317 37.7 41.6
26 2049, 219 219 23.1 72 37.9 379 319 404
27 22.6 22.6 22.6 24.1 73 38 38 38 39.5
28 233 233 223 25.1 74 38.1 38.1 38.1 38.5
29 24 24 24 26.1 75 38.2 382 382 38.5
30 24.6 24.6 24.6 29:2 76 383 383 383 383
31 253, 253 253 29.1 77 384 384 384 38.4
32 259 259 2.9 304 78 385 355 385 39
33 26.5 26.5 26.5 332 79 38.6 38.6 38.6 39.5
34 270 27.1 27 339 80 38.7 38.7 38.7 42
35 20 21 27.7 33.1 81 38.8 38.8 388 40.2
36 28.2 28.2 28.2 323 82 38.85 38.85 38.85 38.85
37 28.8 28.8 28.8 33.1 83 389 38.9 38.9 38.9
38 293 k) 293 30 84 39 39 39 39
39 29.8 29.8 29.8 29.8 85 39.1 391 39:1 38.5
40 30.2 30.2 30.2 30.2 86 39.1 39:1 39.1 38
41 30.6 30.6 30.6 30.6 88 37
42 31 31 31 31 90 394 45 394
43 314 314 314 314 100 28.8
44 318 31.8 318 30 105 835
45 322 322 322 28 110 43.8
46 325 323 32.5 29
47 328 32.8 32.8 29
48 33i1 33.) 331 2
49 334 334 334 28.3
50 333 33.7 337 247




