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IZBOR NAJPOGODNIJE FUNKCIJE RASTA
I ODREDIVANJE VRIJEDNOSTI
NJENIH PARAMETARA
Selection of the most efficient function of growth and
establishing the values of its parameters

Ljubovi¢ Camila
Abstract

Mathematical analysis of a few commonly used functions of growth and thus
obtained functions of current and average increment are presented here. On the
basis of their geometrical features it has been estimated which of them could
present the function of the growth and what conditions satisfied the parameters.
It is suggested the idea to establish value of parameters in cases that the least
squared method is too complicated system of equations.
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1. Uvod

Neposredno prije agresije na BiH. koriste¢i kompjutersku opremu koju je
Fakultet tada imao, u sklopu istrazivackog zadatka “Utvrdivanje strukturnih
1 proizvodnih karakteristika jednodobnih zasada bijelog bora i crnog bora na
karbonatnim supstratima u Bosni i Hercegovini” (DC VII “Multifunkcionalne
vrijednosti sumskih ekosistema i njihova zastita” ), vrena je i obrada (izravnanje)
velikog broja izmjerenih podataka o visinama stabala bijelog 1 crnog bora u
zavisnosti od starosti, s ciljem da se za podrucje BiH izrade odgovarajuce tablice
za procjenu bonitetnog razreda stanista jednodobnih zasada tih vrsta drveca -
bonitetne tablice. Za izravnanja je sa zadovoljavajuéim rezultatima koriStena
Prodanova funkcija rasta

9
rlx) = (z > 0 starost stabla).

a + bx + ca?’

Koeficijenti a, b i ¢ odredeni su metodom najmanjih kvadrata primijenjenim na

funkciju
2

=a+ br+ cx’.
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Uporedo s funkcijom rasta, pokusavali smo izravnanjima podataka odrediti
i najpogodnije funkcije tekuceg prirasta t(x) i prosjecnog prirasta p(x). ali ovaj
posao nije zavrsen, jer su istrazivanja prekinuta ratom u BiH. Razmisljajudi o
idejama 1 problemima koji su se pri tome javljali, odlucila sam da pokusam
teoretski obraditi slijedeca dva problema:

1) Odabrati pogodnu funkciju rasta, takvu da i funkcije tekuceg i prosjecnog
prirasta matematicki dobivene iz te funkcije imaju zeljene geometrijske osobine.
Ukoliko se, provjeravajuéi ovako dobivene rezultate na podacima dobivenim mje-
renjem, pokaze da su kod sve tri funkcije odstupanja od tih podataka relativno
mala, ubuduce bi bilo dovoljno mjeriti i izravnanjima rezultata mjerenja odrediti
samo jednu od ove tri funkcije, a ostale dvije izracunati jednostavnim matem-
atskim operacijama.

2) Predloziti najjednostavniji nac¢in za odredivanje parametara ovih fun-
kcija, vodedi racuna o geometrijskoj interpretaciji tih parametara. Na veéinu
predlozenih funkcija rasta, odnosno prirasta ne moze se direktno primijeniti
metod najmanjih kvadrata za odredivanje parametara, jer se sistem jednadzbi sa
nepoznatim parametrima dobiven na taj na¢in ne moze lahko rijesiti. Najcesée
se predlozena funkcija prvo transformira na neki pogodan nacin, kao §to smo
mi u pomenutim istrazivanjima transformirali Prodanovu funkciju, ali ni to nije
uvijek moguce, a osim toga povlaci sistematsku gresku (3). Parametri predlozene
funkcije, ili bar neki od njih, mogli bi se odrediti direktno iz rezultata dobovenih
mjerenjm u nekim karakteristi¢cnim tackama grafika (visina asimptote, ekstremi
i prevojne tacke i sl.). Za odredivanje parametara koje na ovaj nac¢in ne bi mogli
dobiti, mogao bi se opet primijeniti metod najmanjih kvadrata, koji bi u tom
slucaju vodio do sistema jednadzbi sa manjim brojem nepoznatih, pa prema
tome i jednostavnijeg.

Vodeéi racuna o oba ova problema, analiziraéemo izvjestan broj funkcija,
koje su koristene kao funkcije rasta.

2. Funkcije rasta, tekuceg i prosjeénog prirasta

Prirast je povec¢anje bilo kojeg taksacionog elementa (visine, drvne mase,
promjera, kruznog presjeka itd.) stabla, odnosno sastojine u odredenom periodu
od jedne ili vise godina.

Najveéi prakti¢ni znacaj ima srednji tok rastenja skupa stabala iste vrste
drveca. Graficki ga mozemo izraziti karakteristi¢nom prostom krivuljom (grafi-
kom funkcije) ¢iji je analiticki prikaz :

y=r(z), x>0

gdje je r(z) tzv. funkcija rasta, a = starost stabla.

Oblik grafika funkcije rasta drvne mase i visine (koji je odavno poznat)
izrazito li¢i na izduzeno slovo “S” (s-oidna kriva, graf. 1. — puna linija), polazi
iz koordinatnog pocetka tangencijalno (i konveksno) ka osi z. Nakon prevojne
tacke P koja je relativno blizu koordinatnog pocetka savija se konkavno ka x
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osi 1 dalje raste priblizavajuci se horizontalnoj asimptoti na odredenoj visini
(maksimalnoj visini stabla, odnosno maksimalnoj velicini elementa ¢iji se rast
prati). Tok krivulja rasta promjera i kruznog presjeka istog je oblika, ali je
pomjeren desno — pocinje od vremena kad je stablo dostiglo visinu od 1.30m

(prsnu visinu).

Graf. 1.

Odavno je poznat i oblik grafika funkcija tekuéeg i prosjecnog prirasta.

Grafik funkcije tekuceg prirasta (graf. 1. isprekidana linija) definirane sa
tla) =7'(%)

polazi iz koordinatnog pocetka tangencijalno ka x osi, penje se do tacke P (t].
ima maksimum u prevojnoj tacki funkcije rasta) prolazeci kroz jednu prevojnu
tacku, a zatim opada prolazeci kroz drugu prevojnu tacku i priblizavajuci se x
osi kao asimptoti.

Grafik funkcije prosjecnog prirasta (graf. 1. tackasta linija) definirane sa

€T
slican je grafiku funkcije tekuceg prirasta. Njegov maksimum M je nizi i dalji
od koordinatnog pocetka (poklapa se s tackom presjeka grafika p(x) i t(x)). Od
tacke O do tacke M je t(x) > p(z), a desno od tacke M je p(x) > t(x) (4).

3. Analiza nekih funkcija rasta

U daljem tekstu ¢emo uvijek sa 2 oznacavati starost stabla odnosuo sas-
tojine, funkciju rasta sa r(z), funkciju tekuceg prirasta sa t(z), a funkciju pro-
sjectnog prirasta sa p(z), dodajuci im indekse koji asociraju na ime “autora”
te funkcije (obi¢no prvo slovo imena). Na graficima ¢emo r(2) crtati punom

linijom, t(z) isprekidanom. a p(r) tackastom linijon.
A) Polinomi

Ako je funkcija rasta r(z) polinom koji prolazi kroz koordinatni pocetak,
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tada su i tekudi i prosjecni prirast polinomi stepena za jedan manjeg nego stepen
r(z). Polinomi nemaju asimptote, pa ove funkcije nemaju zeljeni oblik (graf. 1.)
naro¢ito za vece starosti. Medutim. primjena metoda najmanjih kvadrata za
odredivanje parametara u ovom slucaju vodi do sistema linearnih jednadzbi,
dakle najjednostavnijeg moguceg, pa nema potrebe traziti drugu moguénost za
odredivanje parametara ovih funkcija. Polinomi se inace veoma ¢esto upotreb-
ljavaju za izravnanja kako ovih, tako i gotovo svih drugih funkcija.

Seidl (1837) (4) je predlozio funkciju rasta
re(E) = be + ex” + da”,
a Breymann (1852) (4)
rp(z) = ca® + da® + dx*.

Analiziratemo ih da bismo istakli njihove nedostatke i ogranicenja kojim
podlijezu parametri.

Grafik Seidelove funkcije tekuceg prirasta je
ts = re(z) = b+ 2cx + 3dz?,

a to je parabola koja za b # 0 ne prolazi kroz koordinatni pocetak. Ako pret-
postavimo da je ts(z) parabola s maksimumom, (da bar malo li¢i na ¢(z) sa
graf. 1.), mora biti d < 0. Njen maksimum u tacki S dobije se za

¢

Lmax = — 3d°

odakle slijedi da je ¢ > 0 (jer mora biti 2., > 0). Kako je ts(z) =0 za

—c+ V2 - 3bd

T2 = 3d
mora biti ¢ — 3bd > 0. Za
. —c++v/c? - 3bd

3d

je ts(z) <0, tj. rs(x) pocinje da opada. $to je apsurdno.
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Graf. 2.

[ESTERENREL SN i

Sliéna je situacija i sa funkcijoin prosjeénog prirasta

o ("t §
PR AN 5 (AN SIS !
! ps =b+cx +dz7,
samo ta funkcija postaje negativna za o
: —c+ Ve -4bd  —c+ - 3bd
e 2 ” 34

5to je jos jedan apsurd (graf. 2).

Seidelova funkcija bi se eventualno mogla primijeniti za stabla, odnosno
sastojine manje starosti, ali ne suvise blizu nule.

Breymannova funkcija 7 () ima funkciju tekuceg prirasta

tg(r) = riy(r) = 2ca + 3du* + 4da®

za koju je tp(0) = 0, dakle ima jedan nedostatak manje nego rs(x). Medutim,
iz
tp(r) =6d+24dr =0, za z=-—-,

vidimo da tg(x) nema prevojnih taceka za x > 0. Iz

_ =3d £ V9d? - 24cd
o 24d

ths() = 2c+ 6da + 12da” =0 za 2,
Tl g
imamo:
a) § > % < 9d° —24cd < 0, tj. funkcija tg(2) u tom slu¢aju nema ekstrema,
§to se ne moze prihvatiti; '
b) § = § & 9d% — 24¢d = 0. kada tp(2) ima jedan ekstrem. ali za

T = —% < 0. dakle opet neprihvatljivo:
) 5< % < 9d* — 2ded > 0. kada za ¢d > 0 ima ckstreme za @ < 0, a

za c¢d < 0 ima jedan ekstrem za x > 0. Dakle, ¢ i d moraju biti suprotnog
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znaka. Iz t'%5(0) = 2c¢ slijedi da je ¢ > 0 (ako funkcija desno od koordinatnog
pocetka raste). dakle d < 0. Posto desno od tacke maksimuma nema ekstrema
ni prevojnih tac¢aka, mora presje¢i & osu, dakle za

, ~d+ VP —dcd

* 2

imamo tz(z) < 0, tj. rp(x) opada.
Dakle i ova funkcija se moze eventualno primijeniti samo za manje starosti.
U blizini koordinatnog pocetka je nesto bolja nego prethodna.

B) Racionalne funkcije

Kao primjer racionalnih funkcija naveséemo Prodanove (3)

2 3 j

() - ili rp() ‘
rp(z) = ————— ili rp(z) = _ ,
i a + bx + cx? P a+ bx + cx? + da3

a analizira¢emo samo prvu od njih.
Vidimo da je rp(0) =0, a iz
1

lim rp(z) = -,
T—0o0 e

zakljucujemo da je ¢ > 0. Parametar ¢ bi se mogao iz ovog uslova odrediti
direktno, uzimajuéi da je % jednako najveéoj moguéoj vrijednosti funkcije rp(x).
Uslov rp(z) > 0 za x > 0 vodi do ogranicenja

A=b—dac<0 ili —b+VA<O.

Iz

2az + ba? 2
tp(z) =rp(t) = ————5=0 za 2=01 2=—"—,
plz) =7rp(x) @t br F ) za i —
slijedi da funkcija tekuceg prirasta prolazi kroz koordinatni pocetak. Iz uslova
tp(z) > 0zaz > 0slijedi 2a + ba > 0, odakle je b > 01 =2 < 0, tj. a > 0. Iz

a® — 3aca? — bex®
(a+ bz + ca?)?

thp(z) = ri(z) =

vidimo da je t/»(0) # 0, tj. u koordinatnom pocetku z osa nije tangenta, 5to je
mali nedostatak ove funkcije.
Funkcija prosje¢nog prirasta je

x

peim) = a+br +cx?’
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Iz
P a = ca?
Pr(®) = e
vidimo da x osa ni za pp(x) nije tangente u koordinatnom pocetku, i da pp(x)
ima ekstrem za = = \/a/c.

Ako su mjereni rezultati za ovu tatku dovoljno pouzdani, uz ¢ odreden
pomocu najvece vrijednosti funkcije rp(x), odevde moZemo odrediti vrijednost
parametra a. Ostao bi jos parametar b koji bi se mogao odrediti koristeéi bilo koji
dovolyno pouzdan podatak dobiven mjerenjem. ili metodom najmangih kvadrata,
koji se nt za odredivanje samo jednog parametra ne moze primijeniti direktno,
nego opet nokon neke transformaciye. npr.

5 R S A Y A TIE
pias .
: L S =+ br + e’ L ‘
st ad e p(a) fng e
o ifeittad i ) ERTT IS o0
l e erse
C
i
!
P
e
7 Mo
RN
/ : ~
/ ~
/ ~o
/ T~ D
0

Graf. 3.

Grafici funkcija rp(x), tp(x) 1 pp(z) prema Bronstein i Semendjajev (1)
dati su na graf. 3.

C) Stepene funkcije L \

Obradi¢emo Levakovi¢evu funkciju (4)

.([ c
rr(z) =a (1\ ,

b+ o J

koja se javlja i u specijalnim oblicima

. pd )
(1) c=1: 1'L:abj_7, o o
(i) d=1:7(z) = a(biw)c,

(i) c=1,d=2: rp(z) = apts,
poznata i kao Naslundova.




134 Camula Lyubovic

Jasno, abed # 0. Iz 7 (0) = 0 slijedi da je ¢d > 0. Kakozac < 01id <0
imamo

.d —c
ro(z) =a <ﬁ> :u(b:L'_d+1)_‘“.

tj. r2(0) # 0. zakljucujemo dajec > 01d > 0. Izlim, o rp(z) = a, slijedi da je
y = a horizontalna asimptota, dakle a > 0. Kao i kod Prodanove funkcije, ovay
parametar bi se mogao odrediti tako da bude jednak najveéoj mogucoj vrijednosti
funkcige rp(z) . Iz rp(z) > 0 za z > 0 slijedi b > 0. Iz
, bed

tr(z) =rp(z) = ———< -

L( ) L( ) .I(b + Id)
zakljuc¢ujemo da rr (z) nema ekstrema za z > 01 da je x osa tangenta na funkciju
rp(z) u tacki 2 = 0. Takode vidimo da je t;(z) > 01ty (x) =0. Iz

be
t(z) = rilz) = iﬁ(bcd —b—(d+ DzYr(z)

ro(z),

slijedi da funkcija 77 (z) ima prevojnu tacku, a 7 (z) ekstrem za

z= {/bled—1)/(d + 1),

koja je realna za cd > 1, odnosno u specijalnim slucajevima
(i) z=Ybld-1)/(d+1),
(i) =z =02,
(iil) = =./b/3.
Funkcija tp(z) > 0za z > 01 z osa joj je asimptota kad z — oc.
Funkcija prosje¢nog prirasta

1
p(E) = 1 (2)
nije definirana za x = 0, ali
lim py(2) = 0.
z—0

Graf. 4.

Iz

p,L(x):rL(zx) ( bed )

T b+ad—1
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zakljutujemo da je pf (x) = 0 za

2% = bed ~ b.

Kako treba biti ¢ > 0. zakljuéujemo opet da je ed > 1. U specijalnim

slucajevima
(i) z%=bd-b,
(i) z=bc—0b,
(iii) 2 =b.

Iz lim, o pr(2) = 0 vidimo da je x osa asimptota kad + — oc.

!

Grafici ovih funkeija (graf. 5.) imaju zeljeni oblik. Sto se tice parametara,
u opéem slucaju ostaje da se odrede tri parametra: b, ¢ i d. U specijalnom
sluéaju (iii) Naslundove funkcije ostaje samo parametar b koji mozemo odrediti
iz uslova pf (x) = 0 ili primijenjujuci metod najmangih kvadrata na funkciju

U slucaju (1) parametri b i d mogu se odrediti metodom najmanjih kvadrata
primijenjenim na funkciju

CODER

it o)

[$hES
gdje je B = Inb.

= {0

D) Eksponencijalna funkcija

Sept (4) je koristio obiénu eksponencijalnu funkciju

r(r) =a®, a>1,
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Graf. 5
\ I
\ s
\ - 7p(x)
\ s
\ -
\ -
\ _
N 2
~_ -
0 1
Ina Graf. 6.
ko'ja, kao ni funkcije prirasta t(z) = a*Ilna i p(z) = a*/z dobivene iz nje,

nema gotovo ni jednu od zeljenih osobina, pa je ne¢emo ovom prilikom obraditi.
Umjesto obrazlozenja da¢emo samo njihove grafike na grafovima 5 i 6.

Mitscherlich (4) je koristio funkciju

ra(2) = a(l — e 0)C.

Vidi se da je rar(0) # 0 za ¢ < 0, dakle mora biti ¢ > 0, kada je r3(0) = 0. Isto
tako iz rpr(x) > 0 za x > 0 slijedi da je ab> 0. Zab<0ia <0 je

Hm 7 (2) = +oo,
T—r00

pa zakljucujemo da je a > 01 b > 0. Tada je

lim ry(2) =a
T—00

tj. y = a je horizontalna asimptota, dakle opet se moze parametar a odrediti kao
najveéa moguca vrijednost funkcije rasta.
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Iz

ta(z) = iy (z) = bee " -1y (),
the(z) = bPce™ (ce™ = Drar(z)

vidimo da 7y (x) ima prevojnu tacku, a ¢ (2) maksimum za r = ,17111 c. da je
lim ¢ (x) =0,
- iy 5 2]

tj. = osa je horizontalna asimptota funkcije tekuéeg prirasta tas(z) kad z — oo.
Funkcija prosjetnog prirasta

a _ban g
pu(z) = =(1—e™")
i
nije definirana za r = 0, ali
lim pps(x) = 0.
z—0

Kad z — oo vidimo da je
lim pas(x) = 0.
r300
Iz
Pu(z) = (bee ™ — )pu(z),

vidimo da pas(r) ima ekstrem u tacki u kojoj je e’ = be, i da je

o - ) —
%%PM(U =0.

Graf. 7.

Dakle, grafici sve tri funkcije (graf. 7.) imaju odgovaraju¢i oblik, ali su
veoma nepogodne za primjenu metoda najmanjih kvadrata. Parametre b i ¢
mogli bi odrediti koriste¢i podatke o prevojnoj tacki funkcije ryr(z) i ekstremu
funkcije pas(z) (naravno, ako su ti podaci dovoljno pouzdani).

Mihajlov (4) je koristio funkeciju

ru(z) = ae” "
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odnosno specijalno za ¢ =1

re(z) = ae™*.

Jasno, abc # 0. Za a < 0 bi bilo ry(z) < 0 za x > 0, dakle a > 0. Za
b<0,c<0jelim, oo rg(a) =0cc. rglx) =a,
b<0.¢>0jelimy_nry(xr)=a. lim, ory(r) = o,
b>0,c<0jelim, .oory(x)=0. ry(r)=a,
b>0,c>0jelim;yorg(z) =a, lim,ormp(z) =0,

dakle zadovoljavajuc¢a kombinacija je b > 01 ¢ > 0. Opet se moze uzeti da je a

jednako najveéoj mogucoj vrijednosti funkcije rg(x).
Iz

thy(z) = l.:)bci-z [be — (¢ + Dzflry(x) |

vidimo da je

lim tg(r) =0 i lim ty(z) =0

z—0 T—0C

i da funkcija g (z) ima prevojnu tacku, a funkcija ty(z) ekstrem za z¢ = 25

Za funkciju prosjecnog prirasta iz

—b

a -
pu(z) = —e7
p

slijedi

limpy(z) =0 1 lim py(z) =0
z—0 T—r00

, be T (x)
> ) = — 1 = £ = b .
Pu () (.’IIC ) o 0 za x ¢

Grafici ove tri funkcije (graf. 8.) imaju Zeljeni oblik. Parametri b i ¢ bi
se, kao 1 u prethodnom slucaju. mogli odrediti koristeci prevojnu tacku funkcije
rasta i maksimum prosjecnog prirasta. U ovom slucaju parametre b i ¢ mozemo
odrediti 1 metodom najmangh kvadrata primijenjenim na funkciju
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Graf. 8.

In (ln ¢ > =B-clnz,
ra(x) . N

s
gdje je B =1Inb.

Veoma ¢esto se, narocito u oblasti prirodnih nauka, koristi kao funkcija rasta
(populacije biljnih i zivotinjskih vrsta, stanovnistva, proizvodnje mnogih grana
industrije. stednih uloga itd.) tzv. logistitka funkcija

_ a
T b+ edlE

r(x)

Ova se funkcija jednostavnim transformacijama moze svesti na oblik

1
r(x) = ———,
m + ng*
1&:‘ .
a najcesce se javlja u obliku
A
r@) = =,
B +e=Cn

(R

gdje je m = %, n = % g = e~ . Ova funkcija je detaljno analizirana u radu
Ane Kunovac (2). Pokazano je i na koji na¢in se u tom slué¢aju moze primijeniti
metod najmanjih kvadrata. Njen grafik (graf. 10.) ima zeljeni s-oidni oblik za

0 < ¢ < 1 (zato se najcedée uzima ¢ = e~¢'). Osnovni nedostatak joj je to §to je
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Graf. 9.

r(O) - m -+ 75 B

Horizontalna asimptota joj je y = . Iz

—ng”Ingq

tHor) = (7)) =
)= r'{m) (m + ng*)?
slijedi da je
—-nl
t0)= ——2 50, lim t(z) = 0.
m-+mn T—00
1z
ngt —m

tliL' — z12
(z) =np”In g T )

slijedi da je t'(0) > 01 ¢'(2) = 0 (tj. funkcija r(z) ima prevojnu tatku, a funkcija
t(z) ekstrem) za

_Inm—Inn

(>0za0<m<n).

Ingq
Iz
pla) = ————
B = x(m + ng*)
o) = _om +nqg* + axng®lng
z(m + ng®)

vidimo da je p(x) >0za x>0, p'(z) #0zax > 0,

lim p(z) =0, lim p(z) = co.

T—>00 z—0

Dakle ova funkcija ima wise nedostataka nego prethodne dvije eksponenci-

jalne funkcije, naroc¢ito u blizini tacke 2 = 0 (za mlada stabla). Prednost joj

je u tome $to se za racunanje vrijednosti parametara moze primijeniti metod
najmangih kvadrata, $to je pokazano u navedenom radu A. Kunovac.
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Posto ne polazi iz koordinatnog pocetka mogla bi se eventualno koristiti za
izravnanje funkcije visine stabla u zavisnosti od prsnog precnika.

4. Zakljucak
Oslanjajuéi se samo na ispitivanje oblika grafika funkcije rasta, mogli bi

zakljuciti da su za izravnaje najbolje funkcije Mihajlova

rlz) = ae VT

zaa>0.b>01c¢>01 Mitscerlicha
ra{z) = a(l — e b%)°

zaa>0,b>01c>0. Levakoviteva

i Prodanova ,
x?

a+ b + cr?

imaju manje nedostatke u neposrednoj blizini koordinatnog pocetka (za veoma

r{z) =

malu starost). Ostale analizirane funkcije imaju veée nedostatke.

Sto se tice odredivanja vrijednosti parametara u slucaju kad nije mogude
primijeniti metod najmanjih kvadrata, vrlo je tesko donijeti neki zakljucak bez
testiranja na rezultatima mjerenja. Ovaj rad je zapravo 1 pisan s ciljem da
titaoce koji mogu doéi do podataka i posjeduju potrebna tehnicka sredstva,
podstakne na istrazivanja koja bi dovela do argumentovanog odgovora na dva
pitanja postavljena na pocetku ovog rada.
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Summary

The best functions of the growth, from the mathematical aspect, are: Mi-
hajlov’s, Mitscherlich’s, Levakovi¢’s and Prodan’s. However, establishing the
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parameters of these functions leads to too complicated system of equations, and
to solve this problem some ideas are suggested. The idea of possible use of the
best fuuction for growth, current increment and average increment as three va-
rieties of one function is discussed. It is interesting to examine how the results
of the measurement of only one function (growth, current increment, or average
increment) may fit to other two functions obtained by the mathematical way.




