ZAVOD ZA UREDRIVANJE SUMA
POLJOPRIVREDNO-SUMARSKOG FARKULTETA U SARAJEVU

B. POPOVIC

NEPRAVILNA PRIMENA METODA NAJMANJIN KVADRATA
PRI ODREDIVANJU VISINSKE KRIVE SASTOQJINE

Uvod

Prilitna jednostavnost kod izrafunavanja €¢ini da parabolicki trend
bude najéedée u upotrebi pri odredivanju visinske krive date sasto-
jine. Ovome svakako doprinosi i €¢injenica da je parabolitki trend $i-
roko poznat medu struénjacima, jer ima veoma raznostranu primenu,
a ne zahteva velika radunska sredstva. I pored toga &to su date mnoge
druge formule za visinslku krivia, od kojih neke vi8e odgovaraju prirod-
nom obliku visinske krive i imaju vi$e opravdanja s nauénog stanovista,

ipak parabolitki trend ostaje stalno u upotrebi u naudnim radovima, zbog

svoje praktidnosti { poznatosti.

Pri nalaZenju paraboli¢kog trenda koristi se metod najmaniih kva-
drata. Ovaj metod je vrlo efikasno orude kod odredivanja najvijercvat-
nijih vrednogti, ali samo ako se pametno upotrebi. Medutim, on se kod
vigsinske krive ne koristi potpuno pravilno, Naime, metod najmanjih kva-
drata postavlja za odredivanje nepoznatih koeficijenata wuslov: zbir kva-
drata otstupanja treba da bude minimalan., Al kojih otstupanja? Na to
se testo ne obraéa dovoljno painje, pa se (ne samo kod visinske krive
u §umarstvu, ved ponekad i u naukama koje se mnogo vide koriste ovim
metodom i .aatematitkom aparaturom uopdte) raduna sa otstupanjima
koja misu hitna za postavljeni cilj.

Postavimo jasno taj cilj kod visinske krive. Parabolitkim trendom
se visinska kriva ne odreduje radi same sebe, tj. radi veze izmedu visine
i prednika stabla (u tu svrhu mogu da dodu u obzir samo prirodnije
»krive porasta«), ve¢ radi izratunavanja zapremina stabala daie sasto-
jine. Dakle, cilj nam je da rafunate zapremine $to manje otstupaju od
stvarnih zapremina. Prema tome i metod najmanjih kvadrata treba pri-
menjivati tako da postane minimalan zbir %Xvadrata
razlika izmedu zapremina raé¢unatih po visinskoj
krivoj i zapremina odredenih po merenim visinama.

Polazeci od ovako postavljenog cilja u ovom radu ée biti uvedeno
kori¥¢enje tega d*® radi korekture primene metoda najmanjih kvadrata,
a istovremeno ée biti data ispravka tzv. skratenog metoda za malaZenje
visinske krive.

11 — Radovi Pol{, $um. fak. 1
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1} Kritika »skracenog metoda«

-----

Ker, F. W. Waldie 1 J. H. G. S8mith dali su i razradili »skra-
¢eni metod« za nalaZenje parabolitkog trenda. Skratenje se sastoji naj-
pre y koriS¢enju ¢injenice da kriva treba da prolazi kroz tacku (0,1 -3 m),
jer treba da d& prsnu visinu kada je prsni preénik jednak nuli. Drugo
skrac¢enje je u formiranju uslovnih jednadina ne direkino metodom naj-
manjih kvadrata, ve¢ podelorn stabala u dve grupe.

Ker 1 Smith su pokazali [1] na primeru da ovaj metod daje
uglavnom iste rezultate kao i druge formule koje su najée$ée u primeni,
samo malo slabije nego puna primena metoda najmaniih kvadrata, Me-
dutim, primer moZe da sluzi samo kao ilustracija drugih dokaza, a ne
kao dokaz. Moze se i argumentima i primerom pokazati da ovakav skra-
¢eni metod ne moZe biti ni blizu ravnopravan punom metodu najmanjih
kvadrata.

Najpre izbor tatke (0,1.3) kao fiksne tacke, tj. uzimanje parabole
u obliku

h = 13+b-d4+-d° (1)

smanjuje sa 3 na 2 broj jednadina koje treba reSavati, tako da posac
postaje skoro isti kao kod pravoliniskog trenda. To je nesumnjiva korist
od fiksiranja tadke. S druge strane, ovim fiksiranjem parabola drugog
reda postaje manje elastidna, manje pruagodljiva datim podacima, naro-
¢ito postaje vise vezana za podatke bliZe fiksnoj tadki(0,1.3), tj. tanjimn
stablima. Ukolike ovih ima wvige utoliko ¢e ona i dominirati u odredi-
vanju koeficijenata b i c¢. Ali ova neelastitnost nije bitna, jer je kriva
prirodno vezana za tatku (0,1.3), a kod ovih problema treba uzimati Sto
prirodniju krivu.

S obzirom da parabola h = 1.3 -+ bd + od* ne zahteva pri obradi
vi%e truda nego prava linija h = a + bd, a znatno manje nego parabola

h = a + bd + od?, Kkori%éenje fiksne tatke (0,1.3) nije za odbacivanje.

Ali se mora biti spreman na eventualno manje tatne rezultate nego kad
se upotrebi puni parabolicki trend.

Gre$ku &ine autori ovog »gkratenog metoda« pri formiranju usiov-
nih jednaéina za odredivanje koeficijenata b i e. Radj daljeg uproitenja
raduna ont umesto h = 1.3 + bd + cd*® uzimaju

h—13 @)

e = b terd

éto bi matematski bilo ispravno kada bi ove jednakoshi stvarno postojale.
Medutim, one vaZe uz izvesna otstupanja, koja mi zelimo da udinimo 5to
manjim, u kom sludaju dolaze do izraZaja zakoni verovatnoée. Ovako
kako oni to uzimaju postiZe se da budu minimalna otstupanja pravoli-
niskog trenda b + cd, tj. —k:al—%- od odgovarajutih merenih vrednosti
hy — 1.3
kL ] ’ Zbir kvadrata ovih otstupanja bice
¢
h, — 1.3 h— 1.3\2 (hy -~ h)®
S ! —_— = S ot
( d d ) ct?
Uzimanjem parabole u obliku (2) mi ustvari postavijamo uslov da bude
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‘0 minimumu zbir kvadrata otstupanja visinske krive od merenih visina,

~uz upotrebu tega e . Ovo je upravo suprotno onome Sto se Zeli postiéi,

jer usltov, da ots.tupamra zapremina budu minimalna, zahteva, kao §to
temo mailo kasnije videti, upotrebu tega d*. No i bez ove novine sa

5 . i . .
tegom d¥ nemamo prava da bez razloga uvodimo teg -z~ ni onda kada

L%
bisme visinsku krivu nalazili samu za sebe, tj. kada bismo Zeleli da
budu minimalna otstupanja trazene visinske krive od merenih visina.

Prema tome pri koriséenju skratenog postupka ne smemo koristiti
{2}, vee je ispravnije zadrzati (1). Tada moZemo za odredbu koeficijenata

‘b i ¢ formirati dve jednacine

Si (h—1.3) = b~ Syd + ¢ Syd*
S._' (h -_ 1.3) = b . _S-_g‘d + Ce S-_\_d:

pri temu se zbirovi S; 1 S» odnose na dve grupe stabala: tanjih i debljih.

Ovo smemo da radimo ako u obema grupama imamo veliki broj stabala,

jer mkoliko je broj stabala veéi utoliko je verovatnije da Ce se otstupania

pojedinih jednacina (1) od stvarnih vrednosti ponidtiti prilikom sumiranja_

Kada bi stabla bila ravnomerno rasporedena (kao &o je u primeru

iz rada [1]), tada podela na dve grupe ne bi bila problem. Ali u praksi
.obi¢no tanjih stabala imamo viSe nego debljih, pa bi podela u dve broj-

tano jednake grupe povukla za sobomm &vriéu vezanost krive za tanja

-stabla. Kada bismo, pak, pedelili po debljinskim stepenima, onda bi

ponekad mali broj debelth stabala imao isti uticaj kao veliki broj tankih
stabala (Sto je donekle ispravno, jer nam je za odredbu zapremina va-
inije da budu tadnije odredene visine kod debljih stabala). Zbog svega

~toga treba, pri podeli stabala u dve grupe, imati u vidu i broj stabala i
-srednju debljinu, pa potraZiti srednje resenje: ne ici suvie daleko od
~srednje debljine, ali 1 ne dozvoliti da broj stabala u jednoj grupi hude

mnogo manji nego u drugoj (najvise dvaput).
Samo ovako tretiran »skraCeni metod« moZe da ima opravdanja.

‘Uzmemo H odmah da su stabla podeljena u debljinske klase i da ih ima
‘n u klasi sa preénikom d (uz srednju visinu h), onda poslednje jednadine
.dobijaju formu

Slil’l (h-—-l.3) == S]wd c Sl.n;d‘: I
S.nth—13) =b"8md + ¢-S.nd? 1 (3)

"Drugu, sasvim ispravnu, varijanbu ¢u dati kasnije, zajedno sa tegom d=,

a na primeru ée biti ilustrovana razlika izmedu rezultata dobivenih kori-
ste¢i (2) i (3). Koristeti (2) u navedenom primeru imamo h = 1-3 +

-+ 47-875d —4 - 362 d%, a koristedi (3) dobijamo h =13 + 531374 —
—16-341 d® Veé ovaj primer i sam pokazuje neodriivost sskraéenog

metoda« (koji nije ni$ta drugo nego nepravilna primena snormalnih
mesta« iz teorije najmanjih kvadrata) obradenog u obliku (2), ma da ni

preko (3) nije joS postignut pravi cilj. Primer iz [1] je dao zadovoljavajuce
rezultate usled priliéno ravnomernog rasporeda debljih stabala.

11*



164

2) Svodenje eksponencijalnog na pravoliniski trend

Evo, u istom nizu misli, jo& jednog primera kako nepravilno kori-
$cenje metoda najmanjih kvadrata dovedi do netatnih rezultata i onde
gde bi oni trebalo da budu ta¢ni. I. Mihajlov [2] daje za visinsku
krivu formulu

b

.__‘E’
h=a-e

all kako u ovom obliku ona nije pogodna za primenu metoda najmanjih
kvadrata on je koristi (a i drugi) u Jogaritamskom obliku log h = log a —
~—bid - log e, pa trazi da bude u minimumu zbir kvadrata od log hi-—
— log h. Da to nije isto 3to i minimalnost od S ¢h, —h)*? pokazaéu odmah.

Stavimo by — h == 4}

=Y

h : .
Tada je log by — log h == log Tx i log (-i -|—.t;’_)
1

Posto su e male vrednosti moZemo se zadovoljiti prvim stvarno posto-

. rv v N Q. 3 t“
jecim ¢lanom u Maclaurin-ovom redu za log (1+ T JAj. sa -I—' Tako
imamo

S@ogh, —logh)® = S (o

h?

pa se dakleovim logaritmovanjem ustvari uvodi teg -]-:?, $lo je neispravno

i u odnosu na samu visinsku krivy, a jo§ neispravnije — kao &to ¢emo
malo kasnije videti — u odnosu na zapremine.

U éemu se ova upotreba tega }: praktiéno pokazuje? Ona ima za
posledicu umanjeno ule$é¢e veéih visina, jer se kod njih ovim putem
dopustaju veca otstupanja (koja potom teg umanjuje). Postize se, dakle,
upravo suprotng od onoga $to bi ttrebalo da bude, tj. da bude veéi uticaj
velikih visina, kako bi ofstupanja u zapreminama bila §to manja.

Tatnost ovog rezonovanja se potvrduje i na konkretnom primeru
koji je sam Mihajlov obradio u radu [2]. On sam konstatuje »deka
izramnuvanjeto na skrSenata linija na visoéimite po metodot na najmalite
kvadrati po opidaniot nadin vo nadiov stufaj se javuva kako krajno bezu-
speden; krivata na visolinite se javuva dosta poniska od skrSenata linija
na visoéinite« [2], str. 33). Objasnienje on i ne traZi veé traZi natin kako
da to koriguje (mada su mu korekeije u kontradikciji sa osnovnim za-
datkom metoda najmanijih kvadrata: da ¢a najverovatnije vrednosti po-
trebnih koeficijenata). Medutim, objasnjenje je u gore refenom o upo-

b

trebljenom tegu -ﬁ»; (jer je inale funkcija a-e d , koju je upotrebio

Mihajlov, i jo§8 pre njega Terazaki [3], str. 18, jedna od naj-

prikladnijih za krivu porasta, o ¢emu &e biti reéi na drugom mestu).
3) Upotreba tega d* za visinsku krivu

Veé sam istakao da je kod odredbe visinske krive osnovno da greske
u zapremini budu $to manje. Nisu ovde bitna otstupanja radunatih visina




Sto se &¢ini formulom Mihajlova, jer se tu upotrebljava jo$ gori teg L
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od merenih, ve¢ kako ¢e se ova otstupanja odraziti na zapreminu. Izvesno
otstupanje kod velike visine Izazvade mnogo vecu grefku na zapremini
nego Mo &e je izazvati isto toliko otstupanje kod male visine. Potrebno
je, dakle, povecati uticaj debljih stabala kod odredivanja visinske krive,
a to ¢emo postiéi pravilnim matematskim formulisanjem zahteva postav-
ljenog u uvodu: da bude minimalan zbir kvadrata otstupanja zapremina
pe visinskoj krived od zapremina po merenim visinama.
Ako visinu radéunamo pomoéu

h=a-+b-d-+ecd 6)

onda ustvari treba odrediti koeficijente a, b, ¢ tako da budu $to je mogute

bolje zadovoljeni uslovi
2

da.
AY, =t . 4‘ . [hi — (a -+ bd; 4 ody )] =0,

‘Ovo se metodom najmanjih kvadrata postize tako Sto se zahteva da bude

u minimumu

9
5 [hi - {('1 + b di + (84 dﬁi ]:I V'! d‘i -

Prema tome, metod najmanjih kvadrata zahteva stvarno upotrebu tega

24,

Medutim, sam zapreminski koeficijent je problem za sebe i mora se
izbeéi njegova upotreba. Puno zanemarivanje zapreminskog koeficijenta
povedalo bi uticaj debelih stabala preko njihovog stvarnog uticaja na
zapreminu, jer ovaj koeficijent opada dok d raste. A krajnje debela stabla
su veéinom izuzetak od pravilnog razvoja (¢esto-sa visinom manjom nego
$to je visina nelto tanjih stabala). Zato je bolje njegov mticaj na zapre-
miny kod debelih stabala nedto umanjiti nego 1i ga preuvelidavati, §to

se lepo moze posti¢i uzevsi fd kao konstantu (posto f opada nedto sporije
nego 1/d). ' ' ‘ .

Problem se dakle svodi na to da uz (% — h)* upotrebimo teg d-*.
Uzmemo 1i jo§ u obzir grupisanost stabala u debljinske klase, onda do-
lazimo do toga da treba da budu 8to je moguée bolje zadovoljene

Jjednadine

(bhy —a—Db.dj —c.dh ) oo d¥ e

i 0,

.odnosno da treba da bude

S(hy —a—D.d; —c.d% ¥.n .d%y = min

Ovaj, jedino ispravni, put ofevidno je suprotan onome ito su udi-

nili auwtori »skratenog metodas, jer su stvarmno upotrebili teg cli_“ i onome

h*
Zato treba ubudute, radi korekine primene punog metoda najmanjih
kvadrata, poc¢i od uslova (7), a radi ispravnog koriéenja skratenog po-
stupka po¢i od jednatina (6). Tako ce se dabiti visinska kriva &ija ce
primena izazvati kolike je god moguce manja otstupanja radunatih od

Stvarnih zapremina.
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4} Ispravne formule za oadredbu.visinske krive

Iz uslova (7) dobijamo, deriviranjem po a, b, ¢, uslovne jednaéiner

S{h—a—hd—cd?) ‘nd* = 0
S(th—a—bd——cd”) ' nd® = 0
S(h-a—bd—ed?) - nd* = 0
ili
a+8Snd” + b Snd? + ¢ Snd? = Snhd* l
a-Snd? 4+ b Snd? -+ ¢*Snd® = Snhd?
a+Snd* +bh-Snd® + ¢ Snd" = Snhd?*

8)

Izrazi potrebni u ovim jednadinama formiraju se priliéno jedno--
stavno pomodu tablica raznih stepena precénika, uz formiranje kolone-

proizvada nh odmah pored h. Onaj koji fe§ée ima posla sa odredenim

pre¢nicima stabala, moZe sebi na¢initi jednom zauvek tablice 2a dotiéne-
preinike. Ovde je data takva jedna tablica za preénike koji su kod nas-
najéed¢e u upotrebi, sa podelom prefnika u klase sa klasnim intervalom.

od 5 om. {Tablica I sa preénicima u metrima).

Od interesa je i Tablica II, podefena za upotrebu makojih klasnih.
intervala w, Naime sa klasnim intervalom w je d; = (i—%)'w, te
jednacine (8) dobijaju oblik

{sa)

a. S“i(i_o's)g-{-(iO\V]b,Sn- ( “100'5)°__(1o W e s 105) = sy by (L o5)"

10
~= 0.3

_a,Sn( °°)+10wb Sn; 1-:9:' _.('10\‘7)’0.30(._03\)_, [

)

- fi—0.5 A 05‘ 2 i~ 0.5 05)'
a. bni( S )+(10W)b.5ni( . )..(10w) L..SI‘I.( " )~_811111( T

Tablica II daje potrebne stepene za svaku klasu. Treba samo napomenuti

(da me bi bilo greSenja) da i nikada ne po&inje od 1, jer prvih neko-

liko debljinskih klasa nisu od interesa. Iz jednadina (8a) dobijamo lako-
nepoznate a, b, ¢. — ili najpre a, b{10w), ¢(10w)*. Njthovim uvritenjem-
u (5) dobijamo jednaginu visinske krive.
Akao smo prvi élan fiksirali, tj. vzeli a = 13 m, onda prva jednadina.

otpada i jednadine postaju

b, Snyd; * 4-c¢ . Snyd;® = SH; d; ®

b. Sn;d; ® +4-c . Sy, d;* = SH, d; * (9)

Hy==n; (by —1.3)

i analogne jednatine (9a). Prednost za waéunanje je velika, jer ne samo-

da imamo jednu nepoznatu manje, veé se i relenje odmah moZe dati u.
jednostavnom eksplicitnom obliku, i to
P3gs = P4 Q5 Pala =~ P4 Qe
= S, C == me— ———=
= e — g Qu G — Qs (10}
sa

Py == SHI di 3’ Ny = Sl’li dg ‘, (Jq == Slli di ‘, (.!5 == Sn, dl 5, (Jg = Sni dl |




Uz upotrebu klasnog intervala w je

I ¥y g — P '
b = . P3G 14%’ o em ——

TIow Oyl — (4%

i
(IO W

)ﬂ L Pa Qs — POy
Ug Qg — Uy”
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, (10a)

i 0.3} P — 0,534 . t - 0.5\k
',)HZSI_I_i( n ) ! p,,xSHi( G } R ( o ), k==4, 35,6,

uz koridéenje Tablice IL

Treba, dakle, samo izratunati vrednosti (10} i (10a) i wvrstiti ih u
(1) da odmah dobijemo jednacéinu visinske krive. Ona Ce moZda biii nedto
manje precizna (a moze se sluajno desiti i obratno) nego kriva (9), ali

je radun mnogo jednostavniji.

Radi ilustracije metod je primenjen na istom primerua i za puni

trinom su dobivene uslovne jednacine

Tablica 1
d a, & a* a® q°
0.125 0.0156 0.0020 0.0002 0.0000 0.0000
0.175 0.0306 0.0054 0.0009 0.0002 0.0000
0.225 0.0506 0.0114 0.0028 0.0006 0.0001
0.275 0.0756 0.0208 0.0057 0.0016 0.0004
0.325 0.1056 0.0343 0.0111 0.0036 0.0012
0.378 0.1406 0.0527 0.0198 0.0074 0.0028
0.425 0.1306 0.0768 0.0326 0.0138 0.0059
0.475 0.2256 (.1071 0.0509 0.0242 0,0115
0.525 0.2756 0.1447 0.0760 0.0399 0.0209
0.575 0.3308 0.1801 0.1093 0.0628 0.0361
0.625 0.3906 0.2441 0.1526 .0.0954 0.0596
0.675 0.4556 0.3075 0.2078 0.1401 0.0946
0.725 0.5256 0.3811 0.2763 0.2003 0.1452
0.775 0.6006 0.4635 0.3607 0.2786 0.2166
0.825 {.6806 0.5615 0.4832 0.3822 0.3153
0.875 0.7656 0.6699 0.5861 0.5129 0.4488
0.925 0.8556 0.7914 0.7320 0.6771 0.6263
0.975 0.9506 0.9268 0.9036 0.8810 0.8590
1.025 1.0506 1.0769 1.1038 1.1314 1.1597
1.075 1.1556 1.2423 1.3355 1.4356 1.5433
1.125 1.2656 1.4238 1.6018 1,8020 2.0272
1.175 1.3806 1.6222 1.9061 2.2387 2.6316
1.225 1.5006 1.8383 2.251% 27586 3.3703
1.275 1.6256 2.0727 2.6427 3.3694 4.2960
1.325 1,7558 2.3262 3.0822 4,0839 5.4112
1.375 1.8806 2.5996 3.5745 49149 8.7579
1.425 2.0306 2.8936 4.1234 3.8758 8.3730
1.475 2.1756 3.2090 4.7333 6.9818 10,2978
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Tablica 11
4 (3-0,5) (i~o,5)5 1~0.5)4 (i-O.s)s (i~0.3)6
¢ 10 10 19 10 10
1 0.0025 0.000125 0,00001 0.00000 $.00000
2 D.0225 0.003375 0.00051 0.60008 0.00001
2 0.0625 0.015625 0.00381 0.00098 .00024
4 0.1225 0.042875 0.01501 0.00525 0.00184
5 0.2025 0.091125 0.04101 0.01845 0.06830
6 0.3025 0.166375 0.09151 0.05033 0.02768
7 0.4225 0.274625 0.17851 0.11603 0.07542
8 0.5625 D 421875 0.31641 0.23730 0.17798
9 0.7225 0.6814125 0.52201 0.44371 0.37715
10 0.9025 © 0.857375 0.81451 0.773%8 0.73509
11 1,1025 1.157625 1.21531 1.27628 1.34010
12 1.3225 1.520875 1.74901 2.01136 2.31306
13 1.5625 1.853125 2.44141 3.05176 3.81470
14 1.8225 2.460375 3.32151 4.48403 6.05345
15 2.1025 3.048625 442051 6.40973 9.29411
18 2.4025 3.723875 5.77201 3.94661 13.86725
17 2.7225 4.492195 7.41201 12.22981 20,17919
18 3.0625 5.359375 8.37891 16.41309 28.72290
19 3.4225 6.331625 11.71351 21.66999 40.08948
20 3.8025 7.414875 14.45901 28.19506 5499037
21 4.2025 8.615125 17.66101 36.20506 74.22038
22 4.6225 0.938375 21.36751 45.94014 98.77130
23 5.0625 11.390625 25.62891 57.66504 129.746314
24 5,5225 12.977875 30.49801 71.67031 168.42524
25 6.0025 14.706125 36.03001 88.27352 216.27011
26 6.5025 16.581375 42.28251 107.82039 274.94200
27 7.0225 18.609625 49.31551 130.68609 346.31814
28 7.5625 20.796875 57.19141 157.27637 43251001
29 8.1225 23.149125 65.97501 188.02877 535.88199
30 8.7025 75.73351 223.41384 659.07084

25.672375

18.180a + 9.705 b + 5.918 ¢ == 437.005
9.705 a + 5.918 b + 3.977 ¢ = 253.564
5918a + 3.977b + 2.874 ¢ = 163.185

odakle visinska kriva

h = —1.052 + 70.770 4 — 38.985 4*. {11)
Za trinon sa fiksiranim prvim &lanom bio je pored kolone H potre~
ban samo jo§ ovaj ratun: pg = 240.95, py = 155.49, q4 = 5.918, g5 = 3.977,
qe == 2.874, giqe—aqs® = 1.192, b = 62.170, ¢ = 31.936, i jednadina visinske
krive je
h =13 4+ 62.170 d — 31.936 4°. (12)

5) Ispravljen skraceni postupak

Za ispravan skraceni postupak ne smemo, kao 5to smo videli, upo-
trebiti izraz (2) umesto (1), veé¢ naprotiv pomnoZiti izraz (1) jo¥ sa
tegom d3 tj. koristiti se jednatinama (8). Ove jednaZine nisu u potpunesti
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zadovoljene, ali posto ih ima vedéi broj moZemo, umesto prave primene
metoda najmanjih kvadrata, grupisati ove jednaéine w dve ili tri grupe.
Tada ée se otstupanja ovih jednakosti od stvarnih skoro ponistiti, pa
¢emo priblizno imati {(za puni trinom -— podela na tri grupe):

a.$,nd*4-b. S, nd*+4 ¢ . S, nd* = S;nhd? ‘
a.Synd?4-b.5; nd®4-c. S nd* == Synhd® (1:3)
a.Synd? 4+ b. 5 nd? -} ¢ . G nd* = Synhd? l

Kada je prvi ¢lan trinona unapred uzet a = 1.3, onda to fiksiranje
‘ima jednu novu prednost za skraceni postupak, naime podela u samo
dve grupe €ini verovainijim ponistenje raznih otstupanja (6) od nule
{pri sumiranju). Zato se ovde jo¥ bolje moZe primenjivati skraéeni po-
stupak nego li kada je a neodredeno. Tada takode otpada prva jednacina
(13), a ostale dve daju

Sq Us — 8, 8 Dy~ S2 D
b e 1 3y C o — oals 3 14
P s — P 4y P Oy = Py Q4 (14)
88
81,0 = S1,2(HA*), pir,e = S1,a(nd®), qi,e = S1,2{nd?}),

Dakle, u oba slutaja imamo istu vrstu raduna kao i ranije, ali u
manjem opsegu, jer imamo posla sa niZim stepenima od d, a sabiramo
samo po jedan deo kolone, tako da upola skraéujemo ratun oko nalazenja
‘veli¢ina s, p, q.

Primenjeno na isti primer, sa podelom na tri grupe, onako kako je
naznaceno u tabeli, dovodi do jednading
1478 a + 0.2656b + 0.048¢c = 14.575
4998 a + 1.860 b + 0,707 ¢ == 102.158
N 11.704 a + 7.580 b + 5.162 ¢ = 320.270
-odakle
h = —3.791 -+ 86.591 d — 56.511 d*. (15)
Podela na dve grupe daje za isti primer
sy = 41.440 p; = 0.782 a1 = 0.2066

| so = 371.930 ps= 8923 qgs = 57118 Prdx— dipz = 2.6236
pa visinska kriva ima jednaéinu
h = 13 4+ 60.938 d — 30.082 d* (16)

I ovde moZemo, mada ¢e to zbog nizih stepena biti manje poirebno,
da se koristimo Tablicom II. U jednatinama (13) i (14) tada — analogno
onom u {8a) i (10a) ~— uresto b i ¢ imaéemo (10w)b 1 {10w)%c, a umesto

1—0:5 s . . A
T)'——» sve ostalo ostaje isto kao i u (13) i (14).

Skratenj postupak se mozZe primeniti | na polinom trefeg stepena,
ali vrlo retko. Naitne, parabola treteg stepena ima prevojnu tatku kao i
visinska kriva, ali posle prevojne tadke dolazi maksimum iza koga kriva
‘pada mnogo strmije nego parabola drugog stepena. Zato, ako pri njenoj
primeni maksimum padne izmedy uzetih prednika, za zadnje pre&nike
te se dobiti jako male — nepriradne — vrednosti. Zato se polinom treéeg
stepena moZe primeniti samo onda kada imamo veliki broj debelih sta-

a i-maéemo(
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bala, koja &e uticati na to da se maksimum pomeri vife udesno. Pri tome
¢emo imati slabe koristi od fiksiranja slobodnog &lana na 1.3, jer se time
umanjuje elasti€nost polinoma. Zato (ako nam je mnogo da radunamo
sa 4 nepoznata koeficijenta) bite bolje da upotrebimo puni polinom dru~-
gog stepena. Kada, pak, moZemo raditi sa 4 nepoznate onda praktidno
dolazi u obzir i skraéeni postupak (podela’u 4 grupe).

Dakle, ukupno™ uzevsi,  polinomom treteg stepena h = a -+ hd 4+
+ cd® + ed® Cemo se koristiti samo ako hoemo velilku preciznost, ali
ped uslovom da broj debljih stabala nije mali u odnosu na broj tanjih
stabala, a da uz to za skrateni postupak i ukupan broj stabala bude
vrlo veliki (da bi u svaku od 4 grupe doSao veliki broj siabala). Tada
cemo za nalaZenje koeficijenata a, b, ¢, e imati jednadinu
a.5nd* +b.Snd® + c.Sndt + e.$ynd® = S;nhd?
i jo§ tri jednagine sa Ss, Sy, 84

Kako uzeti primer nije nimalo pogodan za primenu paraboliénog
trenda ‘treceg reda, to sam ovaj trend izradunao samo sa a = 1.3, po
skraéenom postupku, tj. koristio sam se postoje¢om podelom u tri grupe
i formirao jednadine

0.265b + 0.048 ¢ + 0.0043e = 12.654
1.860 b -+ 0.707 ¢ + 0.2589 e == 95.661
7.580 b + 5.162 ¢ + 3.5932 ¢ = 305.056

Dobivena visingka kriva
h =13+ 32.805d -+ 91.640 4% —115.964 @3 (1n

svojim vrednostima h jasno ilustruje neprikladnoest polinoma treéeg ste—
pena za ovakve primere.

6) Primer

Radi ilustracije svih ovih postupaka posluzio sam se wuzorkom iz
jelove sastojine koji je hio uzet radj taksacije drvne mase na Igmanu
(ogledna ploha br. 1, odelenje 90, bonitet 1V, Zavod za uredivanje Suma
na Poljoprivredno-umarskom fakultetu u Sarajevu). U priloZenom pre-
gledu raduna dati su: srednji preénici pojedinih klasa, srednje wvisine
stabala u toj klasi, broj stabala za svaku klasu, proizvodi nh, H =n(h - 1'3),.
Ld}é?i, a zatim su date visine po paojedinim visinskim krivama. Sa h. je
obeleZena visinska kriva po »skraéenom metodu« iz rada [1), a sa hy
po delimitneo ispravljanom skraéenom postupku (bez tega d® — po jedna-~
¢inama (3). Sa hy je obeleZena potpuno ispravna visinska kriva (11) po
metodu najmanjih kvadrata, sa tegom d2, a sa hyy takva kriva (12), sa.
fiksiranim prvim ¢&lanom a = 1.3. Radi komparacije su dafe kao hyy
ih vy isto takve krive, ali bez tega d? (dakle onako kako se sada prakfti-
kuje u primeni metoda najmanjih kvadrata). Njihove jednadine su

hyp = — 2,788 + 80,014 d —48.807 4*
hyip = 1.3 -+ 58.9204 —26.774 4*

Zatim su pod hy i hy) date visinske krive dobivene ispravljenim skrate-~
nim postupkom, i to (15) sa slobodnim ¢lanom a i (16) sa a = 1.3. Najzad
su pod hyx date vrednosti odredene krivom (17) treéeg stepena.
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Graficki prikaz svih ovih krivih linija morao sam podeliti u dva.
dela, jer se u protivnom na crieZu ne bi moglo viSe nidta razaznati, Na.
prvom crtezu se nalaze krive sa slobodnim &lanom a j grafi¢ki izravnata.
kriva, a na drugom krive sa a = 1.3 (parabola treéeg stepena takode).
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Radi brojdanog i dovoljno efikasnog uporedenja svih ovih postupaka.
date su razlike izmedu zapremina dobivenih po visinskim krivama 1.
zapremine V izralunate po pravoj visini (koja je data u koloni V). Za.
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Tabela 1
Uporedenje izracunotih vising i razlika

h~1.3

d h 0 nh H |

0125 539 27 1503 1242 3680 721 769 719 857 6.15 845
O.175 101 18 1818 1584 50.20 954 1010 10.14 11.20 963 11.04
0225 129 10 1200 116.0 51.56 11.85 1243 1290 13.67 12.83 1349
0.275 170 10 1700 157.0 57.00 14.13 14.68 1546 1598 15.75 15.78
0.325 19.3 9 1719 1602 5477 1639 1684 17.83 18.13 18.38 17.93
0,375  20.1 8 160.8 150.4 50,13 (863 18.93 20.01 20.12 20.73 10.92°
0,425 224 12 2688 2532 40.65 2085 2093 21.98 21.05 22.80 21.77
0.478 237 7 1654 1568 47.16 23.05 2283 2377 23.63 2450 23.46
0.525 24.6 g 2214 2007 4438 2522 2469 2536 25.14 2610 25.00

o

5

i

0575 212 1360 1295 4504 27.37 2645 2675 26.49 27.32 26.39
0.625 262 131.0 1245 30.84 2050 28.13 27.95 27.68 28.26 27.64
0.675 28 280 267 3956 31.61 2972 2895 2872 2891 2873

0775 31 31.0  20.7 3832 34.77 3267 30.38 3030 29.39 3046

1
0825 33 2 66.0 634 3842 3781 3402 30.80 3085 29.19 31.10
0875 3% 1 3t.0 207 3394 3983 3528 31.03 31.25 2871 31.59
0925 30 1 300 287 31.03 4183 36.47 31.056 31.48 27.96 3193
Otstupanja rafunatih qd merenih visina
d Ahm A"ITV Ah\y Ah\ﬂ Ahv“ ‘-\h\:”[
0.125 + 1,21 -+ .87 4+ 0.25 -+ 2.55 +~ 0.55 + 2.35
0175 4+ 4 + 1.10 - 47 4+ 94 — 38 4+ 69
0.225 0 -+ 77 — 1 4+ B9 — 15 4 30
0275 —1.54 -— 1.02 -— 125 — 1,22 — 147 — 1.52
0.325 —1.27 — 97 — 72 -—-1,17 ~— 1.04 — 1.48
037 -~ 8 4+ 2 4 B3 — 18 +- 2B — 47
0.425 — 42 — 4h + 40 — B3 0 — 89
0475 4 T - + 89 — 24 + 5 — 45
0.523 4+ 716 4+ 54 + 1.50 + 40 + 1.17 ~— 25
0575 ~— 45 — 7N 4 12 — 81 -—_ 12 — 87
06825 -+ 1758 + 1.48 + 2.08 + 1.44 4+ 1.98 + 1.47
0.875 + 96 4+ 72 + 91 + T3 -+ 89 + 87
0775 - B2 — 70 — 161 — 54 —1.09 -— 12
0825 —2.20 — 215 -3 81 — 1.90 — 299 —1.31
0.875 + 3 + 25 — 2,29 4+ 59 —1.14 + 1.36
0.925 4+ 105 4148 — 2.04 + 1.93 — 53 4 2.89
s° 0.9522 2.1811 0.9603 2.0383 0.7834 1.9491

8 0976 1.470 0.980 1.428 08.85 1.308
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v zapremini po raznim metodama

hyy  hyy by v Ay, AV, AV, AVy AVy AVy AV, AV,
6.45 825 660 0064 8 11 4+8 16 +1 16 +3 415
972 10.79 (.22 0177 - 7 §] 0 413 —6 412 —35 +38

1275 1320 1200 0350 20 - 9 0 +158 —1 412 =3 -6
15.53 1548 1484 0650 - 90 —72 - 46 —30 —38 —37 —44 46
1806 1762 1766 0998 —113 - 98 —56 —41 =31 —52 —44 63
"50.36 1063 2038 1385 83 - 66 -5 ! -3¢ —10 414 26
2240 2151 2290 1943 —110 -104 —28 -32 428 —44 0 —62
2421 2325 2514 2510 “B1*—72 +6 —16 475 —20 43 39
25777 2485 2700 3396 462 490 J76 454 -4 151 40 -116 425
2708 2633 2841 4130 418 78 47 —75 +13 —84 —13 —u2
28.16  27.67 20.20 4748 44051240 4220 188 262 -187 +252 4190
2800 28.87 2051 5809 466 -4-235 1134 409 128 4100 --138 4120

2001 3088 2778 B.180 4494 4244 —100 —114 262 —00 —181 —20
30,01  31.60 2562 09.506 506 --140 —360 —353 -667 —307 3511 —208
2086 3236 2248 10427 110614695 -+6 -+48 —510 -F112 —245 —250
2047 3289 1828 11418 150841158 4244 +337 —526 436 —1:0 —625
108s* 4521 2876 570 534 1714 556 914 712
103s 2126 1606 755 731 1309 746 U568 844

zapremine sam se koristio tablicom 40 (jela, a za sve stavosne klase, tj.
za prebornu Sumu) iz zbirke tablica 4} (Grundner-Schwappach).
Iz nadenih oistupanja zapremina izveo sam srednje kvadratno otstu-
panje, po formuli
. S(A VY
s — |

Uporedenje ovih srednjih otstupanja pokazuje jasnu saglasnost sa argu-
mentacijama u ovom radu.

Najpre uporedenje h, sa h;; pokazuje da »skrateni metod« iz {1]
daje slabiji rezultat nego delimidno ispravljen skraéeni postupak (bez
tega), a mnogo slabiji nego hy tj. isti oblik funkcije, ali sa tegom d*
i sa pravilno skra¢enim postupkom. Dalje uporedenje h,y; sa hyy, , a isto
tako hv sa hyy, pokazuje olevidnu prednost wpotrebe tega d* nad
dosada uobitajenim radom. Stavide, i skradenim postupkom dobivena
kriva hy, dala je bolji rezultat nego obe krive hyy i h .

Jedino je h v dala nedtoc slabiji rezultat, zato %to se (usled podele
na tri nedovoljno wvelike gripe) ofstupanja nisu dovolino ponistila. Alj,
ako uporedimo hiy sa hy ,bh: sa hy ih;, sa hyy, vidimo da su sve
krive sa fiksiranim prvim &lanom dale bolje rezultate nego isto takve
krive sa slobodnim prvim &lanom. Uzrok ovome nesummnjivo lezi u funk-
ciji koja zapreminu veZe sa visinom i pretnikom, jer toj funkeciji bolje
odgovara kriva h = 1.3 + bd + ed?, ali to se ne moZe dokazati, jer nam
oblik ove funkecije nije poznat.
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Zakljucak,

Cilj odredivanja visinske &rive parabolidkim trendom, naime dobi-
janje 3to tainijih zapremina, najbolje se posti¥e upoirebom tega d>, uz
fiksiranje prvog ¢&lana na a = 1.3 £j. u obliku h = 1.3 + bd + cd? gde
su b i e dati izrazima (18) ili (10a). Ako pri tome hotemo da koristimo
skraceni postupak, onda treba sva stabla podeliti u dve grupe (s tim da
grupa tanjih stabala bude ne$to brojnija nego grupa debljh stabala) i
primeniti formule (14), gde je teg d* vet uzet m wobzir. Ako ne Zelimo
da fiksivamo prvi dlan, onda je teg d* uzet u obzir u jednatinama (8) —
i (8a) — a upobreba skracenog postupka, tj. jednadina (13), nije prepo-
rudijiva, usled podele na tri grupe (odnosno moZe se koristiti samo ako
s sve il grupe doveljne velike),

Da bi se jo§ jasnije pokazalo koliko je postignut stvarni cilj, dao
sam i pregled otstupanja ra¢unatih visina od sivarnih visina i za svaku
krivu naSao srednje kvadratno rasturanje tih otstupanja {(standardnu
gresku). Kada bi nam same visine bile ¢ilj, onda bi kriva hy, bila sva-
kako najholja, ali nad cilj je tadnost zapremina, a za njih je najbolja
kriva hy .

RESUMO

NEKOREKTA AFLIKO DE LA METODO DE MINIMUMA KVADRATSUMO
CE ELTROVADO DE ALTECKURBO DE ARBKOMPLEKSQ

Ce la alteckurbo oni postulas kutime ke estu minimuma kvadratsumo de
la diferencoj inter la kalkulotaj kaj la mezuritaj avbaltoj, Sed korekte estus
ke oni eltrovu tian alteclurvon €e kin egtu minimuma kvadrat-
sumo de la diferencoj inter g volumenoj kalkulotaj el
la alteckurbo kaj la volumenoj froveblaj el 1a mezurita)
altoj. Oni ja eltrovas la alteckurbon ne pro la alteco mem sed pro la
volumeno,

Ekirante de t{ia postuln, la alitoro kritikas la »rapidmetodon« de la

!
verkajo {1}, €ar la ekvacio (2) fakte enkodukas la pezon gi - Oni povas
mallongigi la metodon nur per la ekvacioj (3). En la dua parto estas montrita
nekorgkta apliko de la metodo de minimuma :kvatratsua'rlo ¢ée la transformp
de la eksponencia al la rektlinia trendo (per logaritmado), ¢ar ani tiam pezigas

l .
per i kiel ekz, en la verkajo [2]. En la tria pario la altoro montras ke la

korekta postulo pri la kvadratsumo kondukas al (7), t. e. al utiligo de la pezo
a® (Sen la pezigo oni pli favoras maldikajn arbojn, kaj la volumeno dependas
pli de la dikaj). Tial, en la kvara parto, i donas la ltorektajn ekvacioin ()
por la parabolo (5). Por la antaifiksita a = 1.8 m,onihavos la ekvacioin (9),
kun la tuja solve (10). Por plifaciligi la kalkuwicojn, estas donita la Tabelo I,
kun la klasintervalo 0.05 m. Se la klasintervalo estas alia, w, oni povas al la
ekvacioj doni la formon (8a), resp. la tujan solvon (10a) kiam a = 1.3m, kun
1a ebleco utiligi la Tabelon II.

Anstatau la srapidmetodo« la autoro, en 93 parto 5, enkondukas korekian
mallongigitan procedon, trovigants en la ekvacioj (13} por la kompleta trino-
mo, kaj eé pli bone en la solvo (14) kiam a = 1.3. La dividon en du grupoj
oni devas fari tiel ke la grupo de la malpi dikaj arboj ne estu grave plimult.
nombra ol la grupo de la dikaj. La triagrada trinomo estas preskaid neaplike-
bla (nur kiam &iuj 3 au 4 grupoj estas suficé grandaj kaj kiam la nombro
de 1a dikaj arboj ne estas malgranda kompare kun la maldikaj).
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En la 6-a parto kaj en la Tabelo 1 estas donita la ekzemplo de la abia
komplekso. h  estas la kurbo lait ga »rapidmetodo« el [1], h parte korektita
kurbo -~ lalt la ekvacicj (3), hy, kaj hy la tute korektaj solvoy (11) kaj (12)
— lad la ekvacioj (8) kaj (10}, hy kaj hy, estas 1a solvoj lau la korekta
mallongigita procedo — lait la ekvacioj (13) kaj (14), t.e. la kurboj (15} kaj
(16), hyy kal hy,, estas la solvoj kun la fisnuna apliko de la meiodo (sen
la pezo d¥) kun & libera kaj kun a =13 m., kaj fine h. estas la triagrada
polinomo (por ilustri Zian netaiigecon). En la Tabelo 1 oni widas ankad la
diferencojn inter la volumeno lau la diversaj solvoj kaj la vera volumeno,
kunme kun la standardaj devioj. En la Tabelo 2 estas farita la samo por la
altoj mem, por povi kompari la diversain procedojn lait ilia efiko sur la alto
kaj sur la volumeno.
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RADOVI
POLJOPRIVREDNQ-SUMARSKOG FAKULTETA U SARAJEVU

Casopis za poljoprivredu i Sumarstvo

izlazi povremenc. U Casopisu se objavijuju nauéni radovi, naudéno struéne
rasprave, grada i sliéni prilozi ¢lanove Poljoprivredno-Sumarskog fakulteta u
Sargjevu, koo i njegovih vanjskih saradnike.

RURKoOPISIL

Primaju se samo neobjavijeni radovi. Dostavljeni rukopisi treba da su pisani
ne stroju, samo na jednoj stranici, sa proredom i ostavljenim slobodnim pro-
storom sa strame zo eventualne ispravke. Pojedini rad treba da opsegom ne
prelazi 16 stranica Stampanog teksta. Upotrebljene literutura neka se citira
na jedinstven nadin, uw svakom sluéaju ne kraju sastavka. Criezi neka su
izradeni samo za crno-bijele otiske, crteii u drugim bojama me mogu se
preuzeti za Stampu. PriloZeme fotografije i crtezi treba da imaju na poledini
napisan redni broj, zatim §to prikazuju, ime autora i nasiov radnje kKojoj su
prilateni. Kod slika, koje su veé bile otisnute, treba oznaliti izvor, Uvritavaju
se samo slike koje doiste sluZe objadnjavanju teksta. Fotografije i slike treba
da budw &to jasnije, ¢ crtefi treba da budu iscriani nma bijelom papiru za
criese. Kako tablice oteZavaju Stampanije, treba th po mogudénosti izbjegavati,
u svakom sludaju ograniditi se na najnuinije, eventualno sluditi se kombini-
ranim tabelama.

Radove treba dostaviti u gramaticki, stilski i pravopisnoe dotjeranom obliku,
U kompoziciji rada treba se po mogulfnosti driati sheme usvojene u ovoj
rublikaciji.

Ovu sveshu uredio:
Prof. Dr. Ing. Slavoljub Dubié



