Popovié B.

IZRACUNAVANJE ZAPREMINE OBORENOG STABLA
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1) Uvod

% 3 h
Autor dokazuje vaznost Gauss-Simonijeve formule: V = J-(yi+Y2)s
bez obzira na to kakav je oblik stabla.
2 : / N b h
Za izraunavanje zapremine stabla je najprostija formula: V=2—( gi+8 )

gde je h duZzina stabla, a g, i g su povriine krajnjih preseka stabla. Samo
malo je komplikovanija, a mnogo pouzdanija, Gauss-Simonijeva formula:

h
() V=5(y1+v2)>

1
gde su Y1 1 Y2 povrdine preseka na oko 5 duZine od krajeva stabla, tacnije

na daljini:

(2) c=

od krajeva stabla.

Do istog broja ¢ autor je doSao i odgovarajuéi na postavljeno pitanje:
gde treba postaviti seficu parabole, pa da zapremina zarubljenog konusa
(koji nastaje obrtanjem te sefice) bude jednaka zapremini obrtnog parabo-
loida. To zna¢i da Gauss-Simonijeva formula vaZi pored paraboloida i za
zarubljeni konus, a za valjak vaZi de si mem, te se postavlja pitanje o gra-
nicama vaZnosti ove formule, kao i da li se njena vaZnost moze sa pojedi-
nih delova stabla prosiriti na celo stablo. .

Ovim ¢lankom dokazujem da formula (1) za zapreminu stabla vazi
striktno kad je stablo makakva kombinacija konoida do treéeg stepena za-
kljuéno, tj. kad je presek stabla makakva funkcija oblika:

(3) g =y a=ad izt y2* 4185
Ali ona je vrlo tacna i kad je presek stabla funkcija Cetvriog stepena, a to
praktiéno znadi da formula (1) vazi za svaki (obi¢ni) oblik stabla.

h- J"-2/3 20,211h

2) Zapremina paraboloida i konusa

Kod paraboloida je interesantna osobina da formula (1) vaZzi ne samo
kad su preseci na odredenoj daljini (2) od krajeva stabla, veé¢ i kad nadi-
nimo makakva dva simetricna preseka.

Uzmimo da je jednacina parabole y* = px, da su krajnji preseci stabla
na daljini a i a + h od koordinatnog pocetka. Kad izmerimo preseke yi i
Y2na daljini ¢ od krajeva stabla, onda ée povriina tih preseka biti:

2
Yi=y, =pla-+oa
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2

Y2=Yy, =pla--h—q)x ,
= p (Za + h)7 . Medutim zapremina je
{ h x%a-Lh ap
\ *dx=mp 5 =5 (2ah+h%) .
(

y2), bez obzira na daljinu ¢ na kojoj smo

a njihov zbir y1 +

Dakle imamo V =

presek merili.
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Ako stablo ima oblik zarubljenog konusa, onda je poznato da se za-
premina stabla moZe naéi po istoj formuli, ali samo pod uslovom da su pre-
seci mereni na daljini (2) od krajeva stabla. Interesantan je jedan novi put
kojim se dolazi do iste veli¢ine ¢, naime postavljanjem izvodnice konusa ta-
ko da ona sece parabolu na dva mesta simetricna prema krajevima stabla, a
da zapremina konusa bude jednaka zapremini paraboloidnog stabla.

Zapremina konusa ée biti:

1+h

a-t+h T
V=n [ (A + Bx)*dx=35(A +Bx)’ =
g8

2

h
=nh| A2+ AB(2a+h)+~B?*@a*+ah +7)] .

Odredimo A i B iz uslova da je:

yi=A+Ba+c), y:=A+B(a+h—),
dakle:

B:h_zé' , A=vyi—B(a+c) ,
pa je zapremina:

2 h?
V=nh | ¥]—2yiB(a+c)+B*a+c)*+(2a +h)y:B—B*a®+ 2ac + hc— 3 )] =



213

2 R h2
==sh [ , +y,B(h—2c)+4 B*(c*—hc+ 3 )] =

2 , 3¢—3hc+h?
— 1h [_‘1 Fvi(ya—y1)+(a—y1)*- 3(h——2c)2 ]

Da bi ova zapremma bila jednaka zapremini parabolmda za koju smo
videli da iznosi 1, 7h ( vi+v; ), bez obzira gde simetri¢no merimo ordi-

nate Y1 Y2 treba dakle da bude:

1 (,2 3 » ; 3¢?—3hc+h?
2\ Y, ) =y1y2+(yz—y1)*- 3(h—2c)® -

(h—20R(y; —2ywa+y,) = Ay (3cA—3he+h?)

3(h2—dhc - 4c2) = 6c2—6hc+2h? ;
6c2—6hc--h2=0.
(4)
Ova jednacina nam daje ta&no vrednost (2) za c. Postoji jo3 i resenje
sa znakom -+ ispred korena, ali ono nam ne daje niita novo, veé samo prvi
presek prebacuje na deblii, a drugi na tanji kraj stabla, jer je:

i Dl e L

3) Zapremina makakvog konoida

Da bismo ispitali da li, tanije koliko, Gauss-Simonijeva formula vaZi
za druge konoide, poéi éemo od opSte zapremine konoida i postaviti uslov
da je ona jednaka zapremini po formuli (1), dakle za konoid koji nastaje
obrtanjem krive:

(5 y2=px*
postavi‘emo uslov:
‘a—+h
px mh.s 2
—— i arbt | e
:{Ja pXTdx = I__._1[(3—i—h)‘ ar ] 2(y1 ¥, )
pri éemu su v, i v, ordinate ked apscisa (a +¢) i (a+h—c).
Za odredbu veli¢ina p i a imamo uslove:

2 2
y, =platc)y , y, =plat+h—cy

tj. a se odreduje jednalinom:

- C2)-C)

a zatim je:
(7) v,

P fator

Kad ove vrednosti unesemo u gornji uslov, on postaje:
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. (?:cl)r_ aﬂ'-—lzg [1 i (a ;l'izc)r](rﬂ)
E[(a+h)r+| _ar+1]= [(a—'r—c)' +(a+h—c)r ] (r+1)

Ispitajmo koliko je ovaj uslov ispunjen za r = 3, 4, 5....
Najpre za r = 3 imamo:

2(4a’+ 6a*h --4ah? +h3)=4[2a* | 3a*h - 3a(2c>—2hc -+ h?) -+ h3--3h%*c + 3hc?];
4a(6c2—6hc - h?) -+ 2h(h>—6hc -+ 6¢2) =0
Kad ¢ zadovoljava jednadinu (4) onda je i ova jednaina u potpunosti
zadovoljena, te dakle (sa istim ¢) Gauss-Simonijeva formula vaZi i za svaki
najloid.
Za r = 4 uslov (8) postaje:
2(5a* - 10a’h -+ 10a%h? L Sah3 - h*) = 5[2a*+ 4ah - 6a%(2c2 + h2—2hc) +
- 4a(h® —3h2%c~+3hc?) +(2c¢*—4c*h + 6c2h®>—4ch®+h?)] ;

(8)

. 3
10a%(6c*--6hc +h?) + 10ah(6¢*-6hc +h?)+ 5(2c*--4c*h + 6¢*h?--4ch? +3 h*)—0

Sa jednainom (4), odn. sa izrazom (2) za ¢, prva dva sabirka otpadaju,
pa da bi i ovde vazila Gauss-Simonijeva formula treba jos da bude:

3
2c¥(c—h)—2c*h(c—h) + 4ch*(c—h) + sh*=0
(9 3
2c(c—h)(c*—hc+2h?*)+5h*=0

Da bismo ovu jednaéinu redili po ¢, pedelicemo sve sa h' i kao novu
nepoznatn uzéti:

(10)

pa ona postaje:

' c(c—h)
=T

L(L+2)+0,3=0
i daje reSenje:
{=—1 £ 1—0,3=—I+10,7.
Tada éemo ¢ naéi iz jednaline:
(11 c(c—h)=h*(14+}/0,7)
c2—hc+h¥(1F 1/0,7)=0
Refenja mogu biti realna samo sa gornjim znakom i ona su:

Ao 36 09—2"

12 eep. V3407 34136,07-27

21 6

Kad ovo uporedimo sa (2) vidimo da je razlika minimalna, jer je:
36)/0,7—27=136.0,8366—27=13,12 , cah.0,2051

Prakti¢no dakle, Gauss-Simonijeva formula vazi u potpunosti i za
konoid é&etvrtog stepena.
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Sa r = 5 istim putem nalazimo:
6a°+15a%h -+ 20a%h2 -+ 15a%h? + 6ah* -+ h¥= 6a’ L [ Sa*h 4+ 30a%(2c2—2hc +h?) -+
+30a%(h3>—3h2c 4+ 3hc?) -+ 15a(h*—4h3c + 6h?c>—4hc3 +2¢*) + 3(h® — Shic+
+ 10h3c2—10h?c*+ 5hch) ;
3a(10c*--20hc? + 30h2c?--20h3c + 3h*) -~ h(2h*--15h*c + 30h?c3--30hc? + 1 5¢*)—0
Prvi sabirak ée, bez obzira na a, biti jednak nuli ako je ispunjena jedna-

kost (9), tj. ako ¢ ima vrednost (12), za koju smo videli da je vrlo bliska
vrednosti (2).

Drugi sabirak ée biti jednak nuli ako je:
(9)  15¢® (c—h) — 15¢*h (¢ —h) + 15ch® (¢ —h) + 2h* = 0.

Ista nova promenljiva (10) svodi ovu jednaéinu na:

2 124 7/15
5@4‘1)‘1‘?20 » b= 'Tf 2
to daje:
(12) c2—hc —|—;h2(l—-Vm)_0 >

o 1+2 -1+2, 715 _, .3—V6, 3,2 42—9~h_3—.63,30 ~0,1973h.

C:

c 1
Obe velitine - su i u ovom slucaju vrlo bliske vrednosti 5 tako da

praktiéno i ovde moZemo da koristimo formulu (1).

4) Odstupanja od Gauss-Simonijeve formule

Za dalje konoide da vidimo uopste koliko je zadovoljen uslov (8).
Radi toga ¢emo oblik ovog uslova male uprostiti deobom sa h¥ i oznakama:

(13) o

sted R
p=mm h—q,

pa on postaje:

2[(m+ 1)+ '—m™H] =[(m+q)—(m+ 1—q)7(r+ 1) ;
A+ D+ (3 ) w4 (FFD) met e Dm 1=

=@+ 1) [ 2merm—i14 ;) m™229%—2q+1)+...... +

, Derx
+ (j) m [@+(1—H+ ... ]
Prva dva sabirka na obema stranama se uvek poniStavaju. Treéi i
detvrti zajedno postaju:
1+ 1
(31 me—26ar —6a+ )+ (T ) mr—3 [41—3q+399—2) ,

te je i ovaj izraz jednak nuli usled jedna&ine (4) za odredbu ¢, uzev u obzir

oznaku (13).
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Dalji ¢lanovi, skupljeni na jednoj strani, imaju opsti oblik:

(14) —
| me—s( 1) [ o tar - —am—2]

Stavimo li ovde vrednost (2) za q, tj. g = (3— | 3 ) : 6, onda treba da
vidimo do kog broja k je u dovoljnoj meri zadovoljen uslov:

(15) (k+1)[(3—é3 )k+(‘3—-6.'3‘k]_2__0
i
) ) LTI Iy

Zak = 2 ik = 3 videli smo da se ¢lanovi potpuno ponistavaju Za
k =4 ik =5 videli smo da su oni vrlo bliski nuli. Za k = 6 ¢emo imati:

;i dd K B4 8 g8 L, I
I F3+ g gy g=b7g7 73— 7*27) :

Vidimo dakle da smo daleko od toga da ¢lanovi (15) budu = 0 za k =6
i za q odredeno izrazom (2). Posto iz (15) ne mozemo odrediti q ni za
slu€aj k = 6, jer se ta jednacina smenom (10) svodi na komplikovanu jed-
nacinu 3 stepena, to probajmo da ocenimo koliko ovo poslednje odstupanje
izraza (15) od nule, uti¢e na racunatu zapreminu. Pri tome vodimo racuna
da je izraz (15) razlika izmedu desne i leve strane uslova (8), koii je opet
izraZavao jednakost zapremina, s tim Sto smo zapremine delili sa 7hyt
potom mnozili sa 2.t + 1,(a +¢)’, a kasnije joi delili sa h¥. Usled toga
ée trebati da odstupanje (15), pri uporedivanju sa zapreminama, jo¥
mnoZimo sa:

: mth ol B N

(16) Sy b c.) g2
Ocenu ovog izraza naéi éemo preko (6). Naime da bi bio ispunjen ovaj
uslov za veliko r (sad ispitujemc za r == 6, jer smo za k = 5; pa dakle i

za r = 9, utvrdili ispravnost te formule), treba da je a znatno veée od h,
usled toga 3to u:

h—2c 2
(6”) £ e ( )'

desna strana ne moze biti mnogo veéa od 1 (za y, = 3y, i r = 6 ona je

< 11,). Dakle ;. je manje. i to obi¢no znatno manje, od 1. Zato i izraz

kojim mnoZimo odstupanja (15) je vilo mali (za e 3.y 7P on

1.2
iznosi samo 44 DY} ). Zbog toga, iako za k = 6 imamo u (15) odstupanje

6'4-8-('?"1"2'—;)"“ e procentualna gre$ka zapremine je vrlo mala.



217

Jo& taénije ¢éemo oceniti ulogu ovih odstupanja na relativnu zapreminu
ako uporedimo odstupanja (15) sa cdgovarajuéim izrazom za celu zapre-
minu. Pri tome ¢emo uzeti poslednji ¢lan, tj. onaj kod koga je k = r, jer
smo videli da su odstupanja (13) sve veéa sa veéim k. Relativno odstupanje
(prema citavej desnoj strani jednacine) ¢e onda biti:

(k+D[q*+ (1—q)]—2
(k+ D{(m+ Q) (m+ 1—q)¥]

Kod ocene ovog odstupanja treba najpre konstatovati da je ono uto-
liko veée ukoliko je m manje. a za m smo videli da je veée od 1 (a = h).
Uzmimo u ra¢un k = 6 i u imeniocu priblizno q = 1/5, m = 1, a u bro-
jiocu taéne vrednosti (2), odn. malopre nadenu vrednost, pa je relativno

odstupanje:
7 (!
1 .8(_._ )2 — 2
64 \7 277 " 427 _  —170
3\6 1~ 793.7.27
7(64+729) \ 5 793-7- 59

Ovo je po apsolutnoj vrednosti manje od 1/900, a ovakva preciznost je
iznad svake preciznosti kojom odredujemo zapremine stabala.
Za r = 7 bismo imali relativnu gresku manju od:

8-2( 21 35 ?) l( 112 112
= =, = iy B8 Sl S, -3 My (PG P By [ s
27 gl 39 727 2_ 8 8 27 = [ 216

3\7 3. - 1212315
7(128+218?)-(5 7.2315. 190

Ovde je relativna greska manja od 1/800, te i sa njom mozemo biti u pot-
punosti zadovoljni.

O¢evidno je da je dakle Gauss-Simonijeva formula praktiéno u vazno-
sti i za konoide visokih stepena, nastalih rotacijom krive y2 = pxr, ali sve
manje ukoliko je r veée. Apsolutna vaZnost ove formule je samo do r = 3

zakljuéno.
5) Upotreba opsteg polinoma treceg stepena

Stvarno stablo nema oblik nijednog Cistog konoida, veé je kombinacija
konoida raznih stepena. Ova kombinacija se obi¢no posmatra u tom smislu
da pojedini delovi stabla imaju oblik pojedinih konoida, tako da na svaki
deo stabla mozemo primeniti Gauss-Simonijevu formulu. Teskoéa je pri
tome §to se mora procenjivati gde su granice izmedu pojedinih takvih de-
lova stabla, $to za svaki deo posebno moramo vriiti merenje i $to pojedini
delovi imaju samo priblizno formu odredenog konoida.

Medutim stablo moZemo i na jedan drugi naéin tretirati kao kombina-
ciju konoida raznih stepena, naime uzeti da je linija stabla kombinovana
funkcija vise stepena:

(17) y' = e fix 42" < 8x".

Ovakvo posmatranje dozvoljava postavljanje pitanja: pod pretpostavkom
da linija stabla zadovoljava izraz (17), da li se samo sa dva preseka, pe
formuli Gauss-Simoni, moze naéi zapremina stabla?
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Postavimo koordinatni pocetak u centar manjeg preseka stabla. (O¢ce-
vidno je da slobodno moZemo pomerati koordinatni poletak duz x-ose —
time se menjaju samo koeficijenti a, 3, v, a ne menja se oblik funkcije). Za-
premina stabla ée biti:

A
/
/
i
L
1
\
\

h th
V=n [ (o4 Bx 4 yx24-6x*)dx = 75(12cc+ 68h + 4yh? 4-36h%)
Jo
ghf 2 2 _
i ova zapremina treba da bude jednaka sa: 5\Y; +Y2) sgdesu yiiyz

ordinate na daljinama ¢ od krajeva stabla. Pored ovog uslova, napiSimo ga

odmah u obliku:
; L 2 i
(18) 120+ 6h -+ 4k 4 30h° = 6(¥} +2)
koeficijenti @, B, y, 8, moraju zadovoljavati jos uslove:
\ 2 ’
Yo =C y, =a+Bc+yc®+8¢* ,
(19)
2

y, =0+B(h—0)-+y(h—c)2+8(h—c), v, —a+Bh-yh2-8h,
ori femusu Yo i ¥; ordinate preseka na krajevima stabla.

Kad ove uslove, zajedno sa (18), tretiramo kao sistem od 5 jednadina

sa 4 nepoznate, onda mora determinanta od koeficijenata uz «, B, v, d.
biti jednaka nuli. tj.

1 0 0 0 y;
1 & c2 o) yl2
(20) 1 h— (h—2(h—’y 10 «

I h B n oy

12 6h 4z 3 6( ¥ +y))
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Ovo je jednacina iz koje treba odrediti ¢ i, ako je ona zadovoljena sa vred-
noiéu (2), ili nekom vrlo bliskom vrednoséu, bez obzira na ordinate
Yo YI»¥2:¥3, onda se i sa ovakvem funkcijom (17) moZe primenjivati
Gauss-Simonijeva formula.

Ako ovu determinantu razvijemo po elementima prve linije i uzmemo
u obzir da jednacina treba da bude zadovoljena bez obzira na yo. dobi-
jamo dve jednadine:

& c2 o3 }.3
1 ¢ 2 & :
I hee (h02 (0| _ h-c (h-c)* (h-c)* 'y,
= % =0
21) [t h K R h h2 B
12 6h 4h> 3h? g
6h 4n2  3n* 6(V, +y,)

Kad u prvoj jednaéini podelimo pojedine kolone sa 1, h, h* h® i unesemo
oznaku ¢/h = T, ona postaje:

I 5 B 8

1 15 (152 (1-L)

1 1 1 o b
12 6 4 3

Oduzimanjem prve linije od druge i deobom sa faktorom (1—2C), koji se
tada pojavi, pa istovremeno od Cetvrte linije oduzmemo trostruku trecu,
jednadina postaje:

S R
0 1 1 14412
1 1 I 14 =%
9 3 I 0

Sada ¢éemo treéu liniju oduzeti od prve i druge i podeliti sa T-1 u prvoj
liniji, $to daje:

0 P mady - oEray

1 0 0 .

I I 1 = 0.
9 : B 0

Zbir druge i trece linije oduzmemo od prve, pa u njoj izvriimo deobu sa T,
to jednadina (razvijena po drugoj liniji) daje:

RN S o o A
11 14@E—=yp 1 1[=0
ili: 3 1 0 9 3 1
(@) 642—64+1=0 ,

$to upravo daje ¢ = C.h iz (2).
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Ostaje jos druga jednacina (21). U njoj ¢emo zbir prve i druge linije
pomnoZiti sa 6 1 oduzeti od cetvrte linije; tada ¢e elementi u njoj biti:

0, —2h%- 12he—12¢%, —3h? -+ 6(3h*c—3hc?) = —3h(6c>—6he -+ h?), 0.
Kad tu uvrstimo ¢ iz (2), ponitiée se i dva srednja elementa, tako da
¢e svi elementi etvrte linije biti nule, pa ¢e i determinanta biti nula.

Ovim je dokazano da Gauss-Simonijeva formula (1) vazi za sva
stabla, cela ili u delovima, €ija je linija stabla odredena funkcijom oblika
(17). bez obzira na velidinu koeficijenata «, 5, v, 0.

6) Opste vazenje Gauss-Simonijeve formule

Ovakva formulacija Gauss-Simonijeve formule obuhvata sve slucajeve
njene primene na pojedine delove stabla, jer funkcijom (17) moZemo sve
te delove obuhvatiti u jednu celinu, uzevsi npr. za «, B, v, 9, takve kon-
stante da se linija stabla poklapa sa 4 ordinate funkcije (17), a izmedu
njih prolazi negde iznad a negde ispod ordinata (17). Stabla obi¢no nisu
tako nepravilnog oblika da izmedu te 4 zajednicke ordinate pokazuju neka
nagla odstupanja, koja bi ufinila znatnom razliku izmedu stvarne zapre-
mine i zapremine po funkciji (17).

No i za slucaj stabala neSto nepravilnijeg oblika moZemo slobodno
upotrebiti formulu (1). Dokaz za to mozemo izvesti prosirujuéi izraz (17)
za jo$ nekoliko ¢lana videg reda, recimo:

(22 V2= +Bx +yx2+ 8x7 L rgx® L asxd 4 xS |
Tada ée uslov (18) imati oblik:

Y 2 2 2 |
(18°) M :2<t;3h—-3~,-h2—25h3 L gruh“ | ;rr_sh-‘-- %ttshﬁ ;

a pored uslova (19) imaéemo jo# tri uslova za proizvoljne apscisehs, hs, hg,
dakle zajedno ée trebati da bude, analogno jednaéini (20):

i 0. 8 0 0 0 0 v
1 ¢ c? c? c? e ct i
I h-c (h-c)® (h-¢c)} (h-c)* (h-¢)* (h-¢)’ 3
! h B B h  h®  y3
(23) 1 hy hi hi hj hi hy i = 0.
i B B RS B R v
I B he, W B he - Be - Vi
2 1 2 1 2 2 2
10 ¢ S SEh P o g,

Kad zbir druge i trece vrste oduzmemo od poslednje, u njoj ¢emo imati
elemente:

3 I i
(24) 0, 0, —-; h?+ 2he—2¢?, —5h? + 3h%c—3hc?, —§h4—-4h1c-6h2cu

i-4hc®—2¢?, —-;h-‘-- Sh*c—10h3c2 - !thc-‘—Shc“,-—gh"-—: 6h’c-15h%c2+

L 20h3¢3-15h%c* - 6hc®—2¢8, 0.
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Treéi i cetvrti element postaju nule kad za ¢ upotrebimo vrednost (2).
Peti element je, prema onom 5to smo videli kod jednacine (9), jednak nuli za
za jednu vrednost ¢ iz (12) skoro identiénu vrednosti (2). Sesti element je.
usled (9'), takode jednak nuli za vrednost ¢ iz (12), koja je takode prak-
ticno jednaka sa (2). Isto ée tako sedmi element biti jednak nuli za neku
vrednost ¢, koja ¢e biti data analognom jednalinom za konoid 6-og ste-
pena. Tu vrednost ne moZemo da izrafunamo rigorozno kao ove ranije, jer
se racun svodi na jednacinu treceg stepena (sa vrlo komplikovanim opstim
reSenjem}, ali smo videli da je i sa tom vredno3¢u relativna greska u za-
premini (po Gauss-Simonijevoj formuli) nistavna.

Tako smo dobili da su i ovde svi &lanovi poslednje kolone u gornjoj
determinanti jednaki nuli, pa se dakle i tu mocZe zapremina ralunati po
Gauss-Simonijevoj formuli, uzevdi prakti¢no ¢ = ; . I pored toga Sto su
za konoide veéih stepena potrebni ¢ koji sve viSe odstupaju od (2), ukupno
je uslov (8) ispunjen za jedno ¢ vrlo blisko vrednosti (2), §to se lepo vidi
na determinanti (23). Pojedini elementi (24) su jednaki nuli za razne vred-
nosti ¢, ali determinanta ¢e biti jednaka nuli za neko ¢ izmedu njih, ako je
razvijemo po tim elementima. U tome je suStina onog §to smo videli da je
relativno odstupanje u zapremini beznadajno, iako smo za konoid Zestog
stepena nasli da je kod jedneg sabirka potrebno ¢ dosta razliéito od (2) da
bi taj sabirak postao nula.

Videli smo da, daljim poveéavanjem stepena konoida, razlika izmedu
zapremine stabla po konoidu i po formuli (1) sve brze raste, ali je za neko-
liko prvih stepena relativna razlika zanemarljiva. Koji je to stepen do koga
je ona zanemarljiva, prakti¢no nije vaZno, jer nema tako nepravilnih stabala
za koje bi trebalo upotrebiti liniju stabla veéeg stepena nego Sto je (22).
Naime u (22) imamo 7 promenljivih parametara, koje moZemo da odaberemo
tako da se linija stabla poklopi sa linijom (22) na 7 najkriti¢nijih mesta
(od kojih 2 moraju biti na oko ¢ = :,. od krajeva stabla), pa ¢e onda
odstupanja tih dveju linija jedne od druge izmedu tih zajednickih ordinata
biti vrlo mala, a uz to negde u korist jedne a negde u korist druge linije,
tako da ée razlika u zapremini u svakom slucaju biti zanemarljivo mala.

Mozemo dakle izvuéi generalni zakljuéak:

Gauss-Simonijeva formula daje potpuno taénu zapreminu za sva
stabla &ja linija ima makoju kombinaciju oblika (17), a daje praktiéno
tatnu zapreminu i za ostale (jo§ komplikovanije) oblike stabla.

RESUMO
KALKULADO DE VOLUMENO DE LA TRUNKO

1) Enkonduko. La Gauss-Simoni-formulo (1) validas kiam <, kaj v, estas sur-
facoj de la trancoj je distanco (2), por paraboloido kaj por triagrada konoido. Gis kiu
grado gi validas por aliaj konoidoj kaj cu oni povas uzi gin por la tuta trunko? La autoro
mon ras ke (1) plenvalidas por civ kombinzjo (3) kaj gi estas kontentige uzebla ankau por
aligradaj konoidoj.

2) Volumeno de la paraboloide kaj konuso. Unue la autoro montras interesa-
jon ke (1) validas ce paraboloidoj kiam la trancoj estas faritaj simetrie ie ajn. Pro tio li sim-
ple trancas y2 = px je ajna distanco de ambau finoj (nur simetrie}, kalkulas la surfacojn kaj
la volumenon kaj elfalas (1), sendepende de c.
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La autoro venis al la konata esprimo (2) ankau stariginte la demandon: Kie tranci
simetrie la parabolon, por ke la sekanto rotaciante faru la konuson egalvolumena kun la
paraboloido? La sekanton li prenas en la formo y = A+ Bx, trovonte A, B el la kondicoj
ke la ordinatoj y,, v;, havu la apscisojn (a— ¢, a— h—c). Egaliginte la du volumenojn, 1i
fine venas al la ekvacio (4), kiu donas jus la solvon (2). (La dua solvo nur intersangas la
lokojn de la trancoj).

3) Volumeno de ajna konoido. Preninte la ckvacion (3) la autoro determinas p
kaj a (la distanco de la trunkokomenco al la aksocentro) pere de (6) kaj (7), kio montras
ke (8) estas la kondico por la valideco de (1) (au por determini ¢). Kiam r=3, la kondico
kontentigas per (4). Kiam r=4, post parta apliko de (4), 1a kondico prenas la formon (93, kaj
pere de (10) gi donas la solvon (12), preskau la samvalora kun (2). Kiam r=35, la kondico,
post parta apliko de (4) kaj (9), ricevas la formon (9’). La solvo (12°) trovigis same pere de
(10) kaj gi denove estas tre proksima al 1/5 (kutime prenata anstatau) (2).

4) Ekartoj de la formulo Gauss-Simoni. Per la signajoj (13) oni sangas la for-
mon de (8), kie la unuaj 4 membroj forfalas pro (4), la aliaj prenas la formon (14), do la
kondicoj kontentigas per (4) kaj (15). Por k=4, k=3, (15) preskau kontentigas, sed por
k=6 ne tiom bone. Por taksi la ekarton, prenu (15) kiel parton de diferencoj de du volu-
menoj — kun la faktoro (16), kiu estas malgranda por pli grandaj r, car a devas esti multe
pli granda ol h (kion oni vidas per (6)).

Pro eta faktoro (16) ankau la ekarto (15) ne estas granda. Tion oai vidas pli bone
preninte rekte la relativan ekarton (rilate al la volumeno); oni vidas ke gi estas < 1/900
por r=6, kaj < 1/800 por r=7, kio plene pruvas la kontentigan uzeblecon de (1) ankau
por aligradaj konoidoj.

5) La generala triagrada polinomo. Anstatau pritrakti la trunkon kiel kunme~
tajon de diversgradaj konoidoj, estas pli bone trakti gian linion kiel la kombinajon (17)-
Per la bildo 2, la egaligo de (1) kun la volumeno donas la kondicon (18) kun (19), kio kune
donas (20), kaj gi kontentigas kun (21). La dua ekvacio (21) per kelkaj sangoj reduktigas
al (4'), do kontentigas per (2). En la unua ekvacio multipliku per 6 la sumon de unuaj du
linioj kaj deprenu gin de la lasta linio. Pro (2) ciuj giaj membroj nuligas, do (21) plene
kontentigas. Sekve La Gauss-Simoni-formulo validas por ciuj trunkoj, kies linio
havas la formon (17), sendepende de o, B, v, 3.

6) La generaleco de la formulo Gauss-Simoni. Sekve de la supre pruvita,
elektinte «, B, v, 8, tiel ke la trunkolinio kongruu kun la 4 ordinatoj, trapasante inter ili ie
supre ie sube, oni povas uzi ciam la formulon G. S., car la trunkoj estas neniam tiom neglataj
ke la ekartoj farigus grandaj. Ec por trunkoj de ekstrema formo oni povas uzi gin, utili-
gonte pligradajn polinomojn, ekz. (22). Tiam al la kondicoj (19) venas tri aliaj, por ajnaj
apscisoj hy, h,. hy; kun eegaleco de la volumenoj ili donas (23). La sumon de la dua kaj
de la tria linioj subtrahtu de la lasta linio kaj gi farigas (24). La tria kaj la kvara elementoj
nuligas pro (2), la kvina nuligas per (12), la sesa per (12%), kiuj praktike egalas al (2). La
sepa elemento same nuligas por iu ¢ kiun ni trovus por 6-grada konoido kaj por kiu ni
vidis ke la relativa ekarto de la volumeno estas sensignifa.

Car ne ekzistas tiom eksterordinaraj trunkoj ke oni ne povas adapti 7 parametrojn
de (22) al ili, oni povas konkludi: La Gauss-Simoni formulo (1) donas plengustan volu-
menon de ciuj trunkoj kies linio estas ajna kombinajo (17) kaj praktike gustan volumenon
por ciuj aliaj (pli komplikaj) trunkoformoj.



